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第 1章 线性空间与线性变换

线性空间是线性代数的起点，线性空间中的元素称为向量（也因此线性空间也被称为向量空间）.如果从初
学者的视角，由线性空间开始不是值得推荐的顺序，很多优秀的教材选择通过更直观的行列式/解线性方程组等
开始，而后从矩阵/线性空间切入主题，在此基础上研究有限维线性空间.
但本文的最大目的在于复习，从复习者的角度，由于已经进行过一遍线性代数的学习，因此并不需要以直

观起步，也能够接受从线性空间开始对整个过程的回顾.

1.1 线性空间
线性空间定义在某个域 F上，我们大多使用的域是 R或 C.

定义 1.1 (线性空间/向量空间)

♣

称一个带有加法与数乘的集合 (V/F,+, ·)为域 F线性空间（向量空间），要求：
1. (V,+)构成 Abel群：

(a). 单位元：0 ∈ V .
(b). 逆元：∀v ∈ V, ∃(−v) ∈ V : v + (−v) = 0.
(c). 封闭性：∀u, v ∈ V, u+ v ∈ V .
(d). 结合律：∀u, v, w ∈ V, (u+ v) + w = u+ (v + w).
(e). 交换律：∀u, v ∈ V, u+ v = v + u.

2. 数乘定义为 F× V → V，满足
(a). 乘法单位元：1 ∈ F, ∀v ∈ V, 1v = v.
(b). 数乘结合律：∀a, b ∈ F, v ∈ V : λ(µv) = (λµ)v.
(c). 分配律：

∀a, b ∈ F, v ∈ V : (a+ b)v = av + bv (1.1)

∀a ∈ F, u, v ∈ V : a(u+ v) = au+ av (1.2)

注当 F = R或 F = C时，对应的向量空间称为实向量空间或复向量空间.
在数学中，对于某个代数对象，我们总会定义对应的子对象，比如子群，子环，子拓扑等，对于线性空间，

也可以定义子空间.

定义 1.2 (子（向量）空间)

♣

设线性空间 (V/F,+, ·)，若集合 W ⊂ V，且 (W/F,+, ·) 构成线性空间，则称 W 为 V 的子空间，记为
W ⩽ V .

由于子集 W 会继承原集合 V 中的运算性质，因此从子集到子空间并没必要一一验证定义，我们有如下命
题.

命题 1.1

♠

设 V/F为子空间，W ⊂ V，则W ⩽ V 只需要满足：
1. 对于 0 ∈ V，有 0 ∈W .
2. W 关于两种运算封闭（V 上的加法与数乘）.



1.1 线性空间

1.1.1 子空间的和

对于某个线性空间 V 的子空间，可以作和运算，和运算之于线性空间类似并运算之于集合，但不同的是，除
了将元素相并，也要将其“组合”并入其中（如果没有这个要求，我们得到的和空间可能会不满足封闭性）.

定义 1.3 (子空间的和)

♣

设 V 为线性空间，U1, · · · , Um ⩽ V，则 U1, · · · , Um 的和定义为

U1 + · · ·+ Um = {u1 + · · ·+ um : ui ∈ Ui, i = 1, · · · ,m}, (1.3)

即其中元素所有可能的和构成的集合.

命题 1.2

♠设 V 为线性空间，U1, · · · , Um ⩽ V，则 U1 + · · ·+ Um 是 V 的包含 U1, · · · , Um 的最小子空间.

证明 首先证明 0 ∈ U1+· · ·+Um是 V 的子空间，由于 0 = 0+· · ·+0 ∈ U1+· · ·+Um，假设 v = u1+· · ·+um, w =

u′
1 + · · ·+ u′

m ∈ U1 + · · ·+ Um，则对任意 a, b ∈ F，都有

au+ bv = a(u1 + · · ·+ um) + b(u′
1 + · · ·+ u′

m) (1.4)

= (au1 + bu′
1) + · · ·+ (aum + bu′

m) ∈ U1 + · · ·+ Um (1.5)

这说明 U1 + · · ·+ Um ⩽ V .
为了说明最小性，只要证明对任意 W ⩽ V，若 U1, · · · , Um ⊂ W，则 U1 + · · · + Um ⊂ W 即可. 由于

U1, · · · , Um ⊂W，根据线性空间的封闭性，对任意 u1 ∈ U1, · · · , um ∈ Um，都有

u1 + · · ·+ um ∈W (1.6)

因此 U1 + · · ·+ Um ⊂W，得证.
因此，我们也可以将 U1, · · · , Um ⩽ V 的和空间定义为包含 U1, · · · , Um 的最小子空间.
对集合取并时，若 A ∩B = ∅，则它们的并也可以写作无交并，即 A ∪B = A tB；对于线性空间的和，也

在某种“独立”情况下可写作直和，只不过这时不可能无交，因为根据定义任意 V 的子空间都要包含加法单位
元 0.

定义 1.4 (直和)

♣

设 V 为线性空间，U1, · · · , Um ⩽ V，若 U1 + · · ·+ Um 中的元素都能唯一表示为 u1 + · · ·+ um，其中每
个 ui ∈ Ui，则称这样的和是直和，可表示为

U1 ⊕ · · · ⊕ Um. (1.7)

根据定义直接验证直和是一件很麻烦的事，不过使用数学中常用的做差思想可以得到直和的等价命题.

命题 1.3

♠

设 V 为线性空间，U1, · · · , Um ⩽ V，则 U1 + · · · + Um 是直和当且仅当 0表示为 u1 + · · · + um, ui ∈ Ui

的唯一方式是每个 ui = 0.

证明 易知，若 U1 + · · ·+Um是直和，由于 0显然有表示 0 = 0+ · · ·+0，因此的这种表示方式唯一.反之，假设
0的唯一表示方法为 0 = 0 + · · ·+ 0，则假设 v ∈ U1 + · · ·+ Um有表示方法 v = u1 + · · ·+ um = u′

1 + · · ·+ u′
m，

则 0有表示方法

0 = (u1 − u′
1) + · · ·+ (um − u′

m) (1.8)

根据假设，每个 ui = u′
i，这说明每个 v ∈ U1 + · · ·+ Um 的表示方法是唯一的，即和是直和.

对于直和，容易验证如下命题成立.
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1.1 线性空间

命题 1.4

♠
设 V 为线性空间，U,W ⩽ V，则 U +W 为直和当且仅当 U ∩W = {0}.

证明 假设 U +W 为直和，则对任意 v ∈ U ∩W，0 = v + (−v)，由于这种表示唯一，且 v = −v = 0，这说明
U ∩W = {0}.
反之，若 U ∩W = {0}，由于 0 ∈ U ∩W，故存在 u ∈ U,w ∈ W，使得 0 = u + w，这表明 u = −w，即

u,w ∈ U ∩W，因此 u = w = 0，得证.
类似地，我们可以证明更一般的结论.

命题 1.5

♠

设 V 为线性空间，U1, · · · , Um ⩽ V，则 U1 + · · ·+ Um 为直和等价于下面任意一条：
对任意 1 < i ⩽ m，(U1 ∪ · · · ∪ Ui−1) ∩ Ui = {0}.
U1, · · · , Um 中任意个集合的交均为 {0}.

1.1.2 线性组合与线性无关

我们在前面讨论了子空间的和与直和，其中涉及了线性空间中元素的某种“组合”，我们来进一步讨论这件
事，首先给出线性组合的概念.

定义 1.5 (线性组合)

♣

线性空间 V 中的向量 v1, · · · , vm 的线性组合是指形如

a1v1 + · · ·+ amvm (1.9)

的向量，其中 a1, · · · , am ∈ F.s

线性组合实际上是线性空间中两种运算的复合——域 F中的数乘与 V 中的加法，并且根据线性空间的封闭
性，可知 V 中任意向量线性组合的结果仍然在 V 中1.

有了线性组合的概念，给定一组向量 v1, · · · , vm ∈ V，我们自然会考虑它们线性组合的全体，事实上，这也
是一个子空间，称为 v1, · · · , vm 的张成空间.

定义 1.6 (张成空间)

♣

设 V/F为线性空间，则 v1, · · · , vm ∈ V 的所有线性组合的全体构成的集合称为 v1, · · · , vm 的张成空间，
即

Span(v1, · · · , vm) = {a1v1 + · · ·+ amvm : a1, · · · , am ∈ F} (1.10)

张成空间也可表示为 F〈v1, · · · , vm〉，空向量组的张成空间定义为 {0}.

命题 1.6

♠线性空间 V 中一组向量 v1, · · · , vm 的张成空间是包含这组向量的最小子空间.

证明 首先容易验证 Span(v1, · · · , vm) ⩽ V . 对于任意 W ⩽ V，v1, · · · , vm ∈ W，根据线性空间的封闭性，
v1, · · · , vm 的线性组合仍然在W 中，因此

Span(v1, · · · , vm) ⊂W, (1.11)

得证.
容易发现，向量越多，得到的张成空间也会越大，即若 n ⩽ m，则

Span(v1, · · · , vn) ⩽ Span(v1, · · · , vm). (1.12)

1虽然无限的线性组合很容易形式地定义出来，但为了防止过多讨论，这里所讨论的都是有限线性组合.
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1.1 线性空间

在子空间的直和中，我们讨论了表示的“唯一性”，对于某些向量组的张成空间也有类似的性质，我们称为
线性无关性，即 Span(v1, · · · , vm)中的元素都可以唯一表示为 v1, · · · , vm 的线性组合，仿照我们在前面进行过
的操作（做差），可以得到如下定义

定义 1.7 (线性无关)

♣

设 v1, · · · , vm ∈ V/F，若

a1v1 + · · ·+ amvm = 0⇐⇒ a1 = · · · = am = 0, (1.13)

则称 v1, · · · , vm 线性无关，反之称其线性相关.

反过来，线性相关的向量组有一种“浪费”的感觉，假设 v1, · · · , vm线性相关，则根据定义，存在不全为 0
的 a1, · · · , am 使得 a1v1 + · · ·+ amvm = 0，假设 j = max{1 ⩽ k ⩽ m : ak 6= 0}，移项可得

vj = −
a1
aj

v1 − · · · −
aj−1

aj
vj−1 (1.14)

这表明 vj ∈ Span(v1, · · · ,“vj , · · · , vm)，其中 “vj 表示去掉 vj，也就是说对于任意线性组合 b1v1 + · · ·+ b1vm，
我们可以将其中的 vj 用上面的式子代换，得到新的不含 vj 的表示，即

Span(v1, · · · , vj , · · · , vm) = Span(v1, · · · ,“vj , · · · , vm) (1.15)

这说明向量组 v1, · · · , vm中 vj 是“多余”的，将 vj 去掉所得到的张成空间与原有空间相同，这可以概括为
（更好用的）如下定理.

定理 1.1 (线性相关性引理)

♥

设 v1, · · · , vm 为 V 中一个线性相关的向量组，则存在 j ∈ {1, · · · ,m}，使得
1. vj ∈ Span(v1, · · · , vj−1).
2. Span(v1, · · · , vj , · · · , vm) = Span(v1, · · · ,“vj , · · · , vm).

对于一个线性相关的向量组 v1, · · · , vm 张成的空间，重复上述过程，删去“多余”的向量，我们总能从中
找到线性无关的子向量组（不妨记为 v1, · · · , vn，1 ⩽ n ⩽ m），使得

Span(v1, · · · , vn) = Span(v1, · · · , vm). (1.16)

这其中蕴含了很深刻的思想，上面的讨论告诉我们，任意向量组的张成空间都可以被一个线性无关组张成，
也就是说，只需要有限的向量就可以表示一个向量组的张成空间，并且根据前面讨论过的线性无关表示的唯一
性，在确定这样无关张成组的前提下，张成空间中的每个向量的表示也是唯一的！对于这样的无关张成组，我
们可以将其数量定义为秩.

定义 1.8 (向量组的秩)

♣

对于 V 中的一个向量组 v1, · · · , vn，若从中可以找到m个线性无关的向量（不妨设为 v1, · · · , vm），使得

Span(v1, · · · , vm) = Span(v1, · · · , vn) (1.17)

秩是一个很有趣的概念，它描述了向量组中真正“有效”的向量的个数，不过上面的定义也有一些问题没有
说明白，比如这样定义的 m是唯一的吗？是否存在不同的 m1,m2 都满足条件？既然秩体现的是有效的向量个
数，那么我们自然会猜想上面的定义是合理的，下面我们简单说明这一点.

注：这里如果将后面关于维数唯一性的讨论整过来会更自然些，日后再改.

由于张成空间也是线性空间，因此我们很自然会思考：上面讨论的张成、相关、秩等概念能否被推广到一
般的线性空间中？问题的关键在于，线性空间 V 是否能被有限张成，即是否存在 v1, · · · , vm ∈ V，使得 V =

Span(v1, · · · , vm)，若存在这样的向量组，那么上面的讨论都可以移植过来，问题也就得到了解决.

4



1.1 线性空间

不巧的是，很多空间都不满足这样的性质，比如考虑 R上的多项式集合 R[x]，则 R[x]在多项式的加法与实
数的数乘下构成线性空间，但必定不存在这样的有限张成组，因为对于有限个多项式 f1, · · · , fm，我们总能找到
比它们次数都高的多项式，这显然不能被其线性表示.

不过也没必要泄气，在线性代数中，我们的主要研究对象是可以被有限张成的对象，称之为有限维线性空
间，下面正式给出定义.

定义 1.9 (有限维向量空间)

♣

如果一个向量空间 V 可以由其中的某个向量组张成，则称 V 是有限维向量空间，这组向量称为 V 的一
个张成组，反之为无限维.

上面的例子 R[x]/R就是一个无限维向量空间，而我们所熟悉的 R2,R3都是有限维向量空间，根据定义，张
成空间也是有限维向量空间.

1.1.3 基与维数

线性代数的主要研究对象是有限维向量空间，但其定义终究只是一种定性的描述，为了更精确描述有限维
向量空间，我们定义其中最重要的属性，即其名称中的“维数”，根据维数我们可以选择一定数量的向量来描述
整个空间，这样选择的向量被称为基，通过前面对张成空间的讨论，有限维向量空间的基与维数的概念已经呼
之欲出了.

定义 1.10 (基与维数)

♣

设 V/F为有限维向量空间，则存在线性无关的向量组 v1, · · · , vn，使得

V = Span(v1, · · · , vn), (1.18)

这样的张成组称为 V 的一组基，其中向量的个数称为 V 的维数，记为 n = dimV .

上面的定义中还存在一些问题，比如选择不同的基，维数是否相同？这在数学中称为良定性（well-defined），
可以理解为某种“无矛盾性”，我们下面来讨论这件事，其核心在于讨论线性无关组与张成组之间的联系.
我们在前面讨论过，线性相关代表了某种“多余”，那么作为其反面的线性无关性也会代表某种“不足”；线

性相关组中可以删去的多余向量进行缩减，且缩减到一定程度，它就能跨过边界变成无关组，那么对于无关组，
也应该可以加入新的向量进行扩张，在加入扩张到一定程度，它也能跨过边界变成相关组.
将这种讨论应用到无关组与张成组上：若线性空间 V 的一个张成组恰好线性无关，则根据定义它是 V 的一

组基；若不然，则根据线性相关性引理，可以将其约化到一组基；反之，V 的一个线性无关组恰好能张成 V，则
根据定义它是一组基，若不然，则也应该能扩张，直到成为一个张成组.

出于这种思考，我们可以证明如下命题.

命题 1.7

♠在有限维向量空间中，线性无关向量组的长度小于等于线性空间每个张成组的长度.

证明 任取 V 中的线性无关向量组 A = {u1, · · · , um}，张成组 B = {v1, · · · , vn}，需证m ⩽ n，我们证明，可以
通过有限步操作，每一步将某个 v替换为 u，并保证新的向量组仍然张成 V .
首先将 u1加入 B，得到 B′

1 = {u1, v1, · · · , vn}，则 B′
1是线性相关组（因为 B为张成组，故 u1 ∈ V 可别 B

中向量线性表示），根据线性相关引理，可以删去某个 v（不妨设为 vm），使得新的组 B1 仍然张成 V .
再将 u2 加入 B1，得到 B′

2 = {u1, u2, v1, · · · , vm−1}，则 B′
2 是线性相关组，根据线性相关引理，可以删去

某个 v（不妨设为 vm−1），使得新组 B2 仍然张成 V .
将上述操作进行m步，则所有的 u都被添加到了组 B 中，这说明m ⩽ n.

注 对上面的证明做一些说明，根据线性相关引理的描述，对于线性相关组 v1, · · · , vm，删去的 vj 要满足 vj ∈
Span(v1, · · · , vj−1)，则根据 u1, · · · , um的线性无关性，使用引理删去的元素必定为某个 v，而不会是 u，根据这
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1.1 线性空间

种性质，若m > n，则必有某一步删去了 u，这与 u1, · · · , um 的线性相关性是矛盾的.
上述命题实际上说明了线性无关组与张成组存在某种“边界”，无关组可以通过扩张达到边界，张成组可以

通过缩减达到边界，这个边界，同时也是上面命题的取等条件，就是基，线性空间中的线性无关张成组.由此可
以给出一个基的判定准则.

命题 1.8 (基的判定准则)

♠

V/F中向量组 v1, · · · , vn是 V 的基当且仅当每个（由张成保证）v ∈ V 都能唯一（由线性无关保证）表示
为

v = a1v1 + · · ·+ anvn, (1.19)

其中 a1, · · · , an ∈ F.

前面大量的讨论还可以得到一个重要的副产物.

定理 1.2

♥有限维线性空间中，任何张成组都可以化简成一组基；任何线性无关组都可以扩充为一组基.

做了大量的铺垫，最后我们使用命题1.7证明我们所期望的命题.

定理 1.3 (维数的良定性)

♥有限维向量空间 V 的任意两个基的长度都相同，即维数不依赖基的选取.

证明 任取 V 的两个基 B1, B2，则 B1 是 V 中的线性无关组，B2 是 V 中的张成组，因此 B1 的长度不超过 B2

的长度；交换 B1, B2的角色，即 B2是 V 中的线性无关组，B1是 V 中的张成组，因此 B2的长度不超过 B1的
长度，这说明 B1, B2 的长度相等.
可以说，有限维线性空间最良好的性质就是存在一组名为基的有限向量组，它给了抽象以具体的刻画，由

此可以窥探线性空间的一切性质.在线性代数后面的学习中，我们在很多地方会用基的角度思考问题：用基得到
核与像的维数关系（线性代数基本定理）、选择不同的基使得线性映射在其下的矩阵有更好的形式（相抵、相似、
相合、Jordan标准型...）、甚至借助特殊的基进行估计（内积空间、标准正交基）⋯⋯

在此，我们从基和维数的角度出发，重新看待子空间以及子空间的和空间.
例 1.1假设 V/F为有限维向量空间，W ⩽ V，我们取 V 的一组基 v1, · · · , vn，则由于W ⩽ V = Span(v1, · · · , vn)，
因此W 的张成组至多有 n个元素，这便得到了第一个结论：

dimW ⩽ dimV. (1.20)

二者不仅有维数上的关系，在基的角度上还有更精确的关系：借助 V 的一组基，我们可以得到 W 的一组
基；同样借助W 一组基，也可将其扩张为 V 的一组基.

先考虑前一种情况，由多到少，自然要删去一些“无用”的向量，比如若某个 v ∈ V \W，那么它对于张成
W 毫无帮助，因此我们保留W ∩ {v1, v2, · · · , vn}中元素即可，不妨设为 v1, · · · , vm，由于线性相关组的子向量
组仍然线性相关，因此我们只需证明，W = Span(v1, · · · , vm).
由于对任意 w ∈W ⩽ v，存在唯一的 a1, · · · , an ∈ F，使得

w =

n∑
k=1

akvk =

m∑
k=1

akvk +

n∑
k=m+1

akvk (1.21)

只需证明 am+1 = · · · = an = 0即可，若不然，则由于 w′ = −
m∑

k=1

akvk ∈W（封闭性），则 w+w′ ∈W，但

是

w + w′ =

n∑
k=m+1

akvk ∈W ∈ Span(vm+1, · · · , vn, (1.22)

Span(v1, · · · , vm) ∩ Span(vm+1, · · · , vn) = {0} (1.23)
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1.2 线性映射

因此必有 w + w′ = 0，即证.
考虑另一方面，假设给出了 w的一组基 w1, · · · , wm，只要添加 n−m个处于 V \W 中的线性无关向量，即

可得到 V 中的一组基（根据定义）.
上面的过程中，由于

V = Span(v1, · · · , vn) = Span(v1, · · · , vm)⊕ Span(vm+1, · · · , vn) := W ⊕W ′ (1.24)

因此给定 V 的子空间W，我们可以找到 V 的另一个子空间，使得 V 可以表示为两个子空间直和的形式，由
此自然引出了补空间的概念.

定义 1.11 (补空间)

♣设 V 为有限维向量空间，对于W ⩽ V，若W ′ ⩽ V，且 V = W ⊕W ′，则称W ′ 是W 的一个补空间.

上面的过程实际上在暗示补空间是不唯一的，实际上考虑 R3，很容易得到例子（考虑两个向量张成的平面
与平面外的向量）.
上面的过程实际上还反映出一个结果：若 V = W ⊕W ′，那么 dimV = dimW + dimW ′.重复使用这个结

论，我们可以得到如下命题.

命题 1.9

♠

设 V 为有限维向量空间，U1, · · · , Um ⩽ V，并且

V = U1 ⊕ · · · ⊕ Um (1.25)

则

dimV = dimU1 + · · ·+ dimUm. (1.26)

如果对于 V 中两个一般的子空间，对于它们的和空间的维数，也有一般的结果，它与集合中的容斥原理类
似.

命题 1.10

♠

设 V 为有限维向量空间，U1, U2 ⩽ V，则

dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2) (1.27)

证明 证明有空再补.
维数给了我们衡量有限维线性空间与其子空间“大小”的一个偏序关系，根据上面的讨论也很容易看出，不

存在与 V 维数相等的，真包含于 V 的子空间.
经过漫长的探索，我们终于建立起了对（有限维）线性空间的基本认识，从一开始的抽象定义到对基、维数

的剖析，眼前的迷雾在逐渐散去.数学的学习就是这样一个由祛魅的过程.

1.2 线性映射
有了线性空间，可以定义线性空间之间的一种特殊映射：线性映射.简单来说，线性映射就是“保加法与数

乘”的映射.

定义 1.12 (线性映射)
设有域 F上的线性空间 V,W，称 f : V →W 为线性映射，若其满足

1. ∀u, v ∈ V, f(u+ v) = f(u) + f(v).
2. ∀λ ∈ F, v ∈ V, f(λv) = λf(v).

特别的，若W = V，则称此线性映射为 V 上的线性变换.记 V 到W 的线性映射的集合为 L(V,W )，当
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♣
W = V 时，可简写为 L(V, V ) = L(V ).

我们最早接触的线性映射就是一次函数，线性映射的例子无处不在，比如微分就是一个线性映射，如果考
虑 Rn 上的微分算子，它将一个 Rn 中的元素映为一个线性映射.

事实上，线性映射的集合也具有线性空间结构.如果在线性映射的集合中考虑映射的加法，以及域中元素对
映射的数乘，那么可以验证在这两种运算下，线性映射也会构成一个线性空间.

命题 1.11 (线性映射构成的线性空间)

♠

对于域 F上的有限维线性空间 V,W，定义 L(V,W )中的加法与数乘：
1. 加法：∀f, g ∈ L(V,W ) : (f + g)(v) = f(v) + g(v), ∀v ∈ V .
2. 数乘：∀f ∈ L(V,W ), λ ∈ F : (λf)(v) = λ(f(v)), ∀v ∈ V .

那么 (L(V,W ),+, ·)也是 F上的线性空间.

证明 依次验证定义即可.

1.2.1 线性映射的核与像

不论是一般的映射，还是群同态、环同态，我们都会考虑两个与映射有关的重要对象：核与像.群同态中核
与像都是群，环同态的核是理想、像是环，而在线性空间中，我们将证明核与像都是线性空间，因此前者也被称
为零空间，后者也被称为像空间2.

定义 1.13 (核与像)

♣

对于 f ∈ L(V,W )，定义线性映射 f 的核与像分别为

Ker f = {v ∈ V : f(v) = 0} (1.28)

Im f = {f(v) ∈W : v ∈ V } = {w ∈W : ∃v ∈ V,w = f(v)} (1.29)

核空间包含了 V 中所有会被 f 零化的向量，像空间包含了W 中所有有原像的向量.

命题 1.12

♠
对于 f ∈ L(V,W )，有 Ker f ⩽ V，Im f ⩽ W 成立.

证明 首先证明 Ker f ⩽ V .显然有 Ker f ⊂ V，并且 f(0) = 0，因此 0 ∈ Ker f，假设 v1, v2 ∈ Ker f，则对任意
a, b ∈ F，都有

f(av1 + bv2) = af(v1) + bf(v2) = 0 (1.30)

故 av1 + bv2 ∈ Ker f，综上可得 Ker f ⩽ V .
再来证明 Im f ⩽ W . 显然有 Im f ⊂ W，并且 f(0) = 0，因此 0 ∈ Im f，对任意 w1, w2 ∈ Im f，存在

v1, v2 ∈ V，使得 wi = f(vi)，则对任意 a, b ∈ F，有

aw1 + bw2 = af(v1) + bf(v2) = f(av1 + bv2) ∈ Im f (1.31)

综上可得 Im f ⩽ W .
从上面的证明过程也可以看出，由于 Ker f, Im f 都会包含 0（虽然这样说，但二者所包含的分别是 V,W 中

的零元），因此它们非空.其次，如果从维数的角度理解上述结论，可以得到

dimKer f ⩽ dimV, dim Im f ⩽ dimW (1.32)

2核与像有许多不同称呼，以及不同表示：核 (Ker)/零空间 (null)；像空间 (Im)/值域 (range).
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对于线性映射，其核与像和其单性与满性有非常紧密的联系，像方面与一般映射相同，但是在核方面有更
强的结论.

命题 1.13

♠

设 f ∈ L(V,W )，则
1. f 为单射当且仅当 Ker f = {0}.
2. f 为满射当且仅当 Im f = W .

证明
1. 对任意 u, v ∈ V，若 f(u) = f(v)，则 f(u − v) = 0. 假设 Ker f = {0}，则说明 f(u − v) = 0 必然有

u− v = 0, u = v，这说明 f 为单射.
反之，假设 f 为单射，由于 0 ∈ Ker f，若 Ker f 含有非 0元素，则存在 v 6= 0，f(v) = f(0) = 0，这与 f

的单性矛盾，故 Ker f = {0}.
2. 这是显然的.根据定义，Im f = W 等价于对任意 w ∈W，存在 v ∈ V 使得 f(v) = w，即 f 为满射.
前面我们都是从宏观角度讨论线性映射，下面我们利用有限维线性空间的重要工具：基来讨论这件事.
对于 f ∈ L(V,W )，我们取 V 的一组基 v1, · · · , vn，由于 Ker f ⩽ V，因此其中必有一些向量能张成 Ker f，

不妨设

Ker f = Span(v1, · · · , vm), (1.33)

则根据 Ker f 的定义，必有 f(vi) = 0, i = 1, · · · ,m，f(vj) 6= 0, j = m+ 1, · · · , n.这些都是我们在子空间维

数部分讨论过的结果，但核的特性使得我们可以由此理解像的结构.假设 v =
n∑

k=1

akvk，则

f(v) = f

(
n∑

k=1

akvk

)
=

n∑
k=m+1

akf (vk) = f

(
n∑

k=m+1

akvk

)
(1.34)

由于 vm+1, · · · , vn 线性无关，因此 am+1vm+1 + · · · + anvn = 0 当且仅当 am+1 = · · · = an = 0，并且
f(vj) 6= 0，因此

0 =

n∑
k=m+1

akf (vk) = f

(
n∑

k=m+1

akvk

)
⇐⇒

n∑
k=m+1

akvk ∈ Ker f (1.35)

⇐⇒ am+1 = · · · = an = 0. (1.36)

这说明 f(vm+1), · · · , f(vn) ∈ Im f ⊂ W 线性无关.并且由于核空间中的向量都被 f 零化，因此其像不会在
张成 Im f 中做出贡献，因此我们可以断言：Im f = Span(f(vm+1), · · · , f(vn)). 实际证明也很简单，对于任意
w ∈ Im f，都存在 v =

n∑
k=1

akvk，使得

w = f(v) = f

(
n∑

k=1

akvk

)
=

n∑
k=m+1

akf (vk) (1.37)

因此 w ∈ Span(f(vm+1), · · · , f(vn))，这表明 Im f ⊂ Span(f(vm+1), · · · , f(vn))，根据互相包含性，我们有
（同时将核空间的结果对比）

Ker f = Span(v1, · · · , vm) (1.38)

Im f = Span(f(vm+1), · · · , f(vn)) (1.39)

这里顺便证明了一个结论：有限维线性空间 V 在线性映射 f 下的像仍然是有限维线性空间.但不止于此，从
上面的对比我们可以看出很明显的数量关系，这是线性代数中一个非常重要的结论：

9



1.2 线性映射

定理 1.4 (线性映射基本定理 (维数定理))

♥

设 V 为有限维向量空间，f ∈ L(V,W )，则 Im f ⩽ W 是有限维的，且

dimV = dimKer f + dim Im f. (1.40)

借助这个定理，可以得到两个关于单性与满性的结论.

命题 1.14

♠

设 V,W 为有限维线性空间，f ∈ L(V,W )，则
1. 若 dimV > dimW，则 f 不是单射.
2. 若 dimV < dimW，则 f 不是满射.

证明
1. dimKer f = dimV − dim Im f ⩾ dimV − dimW ⩾ 1.
2. dim Im f = dimV − dim Im f ⩽ dimV < dimW .
借助线性映射，可以对齐次线性方程组进行一些讨论.

例 1.2关于齐次线性方程组的讨论.

1.2.2 线性空间的同构

有限维线性空间看似非常非常庞杂，但可以借助维数将其转化为一个个等价类，这之间的等价关系被称为
同构（容易证明，可逆线性映射的逆映射仍然是可逆映射）.

定义 1.14 (同构)

♣

称两个有限维线性空间 V,W 是同构的，当且仅当存在从 V 到W 的可逆线性映射 f，这时 f 称为两个空
间之间的同构映射，简称同构.

下面的命题告诉我们，线性映射可以沟通两个线性空间中向量的线性无关性.

命题 1.15

♠
设 f ∈ L(V,W )，假设对于 v1, · · · , vm ∈ V，f(v1), · · · , f(vm)线性无关，则 v1, · · · , vm ∈ V 线性无关.

证明 假设
m∑

k=1

akvk = 0，则

0 = f

(
m∑

k=1

akvk

)
=

m∑
k=1

akf(vk) =⇒ a1 = · · · = am = 0. (1.41)

因此 v1, · · · , vm 线性无关.
下面的定理揭示了维数与同构之间的关系.

定理 1.5 (同构与维数)

♥有限维线性空间 V,W 同构当且仅当 dimV = dimW .

证明 V ∼= W 当且仅当存在双射 f ∈ L(V,W )，这表明 Ker f = {0}, Im f = W，而根据维数定理有

dimV = dimKer f + dim Im f = dimW (1.42)

得证.
事实上，上面的证明中有多余的条件，这也是线性映射的良好性质之一，在特定情形下单性与满性等价，这

一事实作为如下推论给出.
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1.2 线性映射

推论 1.1

♥
设 V,W 为有限维向量空间，若 dimV = dimW，则 f ∈ L(V,W )为单射当且仅当 f 为满射.

证明 维数定理表明 dimV = dimKer f + dim Im f，因此

Ker f = {0} ⇐⇒ dimKer f = 0⇐⇒ dim Im f = dimV = dimW ⇐⇒ Im f = W (1.43)

注乍看来上述推论的条件要求过高，但这一结论当W = V 时有很好的应用，这一点在讨论线性变换（线性算
子）时会涉及到.

根据维数定理可以很容易证明定理，但从基的角度可以更好理解“同构”的概念.dimV = dimW 告诉我
们 V,W 中基的数量是相同的，更进一步，借助上面的命题1.15可知，若 w1, · · · , wn 为 W 的一组基，那么设
vi = f−1(wi), i = 1, · · · , n，则 v1, · · · , vn 为 V 的一组基.

甚至更好地，对于同构的线性空间 V,W 中的基 v1, · · · , vn，w1, · · · , wn，我们必定存在一个同构映射 f，使
得 f(vi) = wi, i = 1, · · · , n，并且这种映射是唯一的.

命题 1.16

♠

设有限维线性空间 V ∼= W，v1, · · · , vn，w1, · · · , wn 分别为 V,W 中的一组基，则存在唯一双射 f ∈
L(V,W )，使得 f(vi) = wi, i = 1, · · · , n.

证明 定义映射

f : V −→W (1.44)
n∑

k=1

akvk 7−→
n∑

k=1

akwk (1.45)

下面我们依次证明 f 线性、双射、唯一.
线性：对于任意 v1 =

∑
akvk, v2 =

∑
bkvk ∈ V，λ, µ ∈ F，有

f(λv1 + µv2) = f
Ä∑

(λak + µbk)vk
ä
=
∑

(λak + µbk)wk = λf(v1) + µf(v2) (1.46)

双射：f(v) = 0等价于存在 a1, · · · , an 使得

f(v) = f

(
n∑

k=1

akvk

)
=

n∑
k=1

akwk = 0 (1.47)

根据 w的线性无关性可知 a1 = · · · = an = 0，因此 Ker f = {0}，故 f 单.对于任意 w =
∑

akwk ∈W，都
存在 v =

∑
akvk ∈ V 使得 f(v) = w，故 f 满.

唯一性：假设存在线性映射 f1, f2 ∈ L(V,W )满足条件，则令 g = f1− f2 ∈ L(V,W )，对于任意 v =
∑

akvk

都有 g(v) =
∑

akg(vk) = 0，故 g = 0, f1 = f2.

1.2.3 线性空间的积

我们前面讨论过同一个线性空间中的子空间的和，下面我们讨论同一个域上线性空间的积（也称外直和）.

定义 1.15 (积空间)

♣

设 V1, · · · , Vm 均为域 F上的线性空间，则定义其积空间为
m∏

k=1

Vk = V1 × · · · × Vm = {(v1, · · · , vm) : vk ∈ Vk}, (1.48)

其中加法、数乘定义为各个分量上的加法、数乘.

容易验证，上面定义的确实是一个线性空间.线性空间的积就是将一系列线性空间并置得到的新空间，比如
通过域 R可以构造出空间 Rn，这是我们最熟悉的一类线性空间.
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1.2 线性映射

构造出了积空间，我们很自然会考虑它是否为有限维，若是则进一步考虑维数与基.事实上，积空间可以对
于每个分量作如下分解（虽然都使用了记号 0，但它们代表不同线性空间中的零元）

V1 × · · · × Vm = (V1 × {0} × · · · × {0})⊕ ({0} × V2 × · · · × {0})⊕ ({0} × {0} × · · ·Vm) (1.49)

因此很容易得到如下结论

命题 1.17

♠

设 V1, · · · , Vm 均为域 F上的有限维向量空间，则

dim(V1 × · · · × Vm) = dimV1 + · · ·+ dimVm. (1.50)

1.2.4 商空间与限制映射

本节讨论线性空间与其子空间之间的商运算，首先介绍向量与子空间的和：仿射子集的概念.

定义 1.16 (仿射子集)

♣

对于线性空间 V 以及其子空间 U，以及 v ∈ V，可以定义 V 的仿射子集

v + U = {v + u : u ∈ U}. (1.51)

我们称 v + U 平行于 U .

仿射子集的概念很好理解，比如考虑 V = R2，U 为过原点的一条直线，则 v + U 就代表了与 U 平行，且
包含 v的直线.如果考虑 V = R3，也可以用空间中的平面类比这一点，或者说，这就是对 U 在 V 中的一种“平
移”.

根据这种几何直观，可以立即发现一个事实：对于不同的向量 v1, v2 ∈ V，平移的结果——仿射子集 v1 +

U, v2 + U 也有可能是相同的，由此可以定义一个等价关系，但我们先给出如下命题.

引理 1.1

♥设线性空间 U ⩽ V，v1, v2 ∈ V，则 v1 + U = v2 + U 等价于 v1 − v2 ∈ U .

证明 假设 v1 + U = v2 + U，则任取 v1 + u ∈ v1 + U，存在 v2 + u′ ∈ v2 + U 使得 v1 + u = v2 + u′，这表明
v1 − v2 = u′ − u ∈ U .反之，若 v1 − v2 ∈ U，则存在 u0 ∈ U 使得 v1 = v2 + u0，根据 U 的封闭性

v1 + U = {v1 + u : u ∈ U} = {v2 + u0 + u : u ∈ U} = {v2 + u : u ∈ U} = v2 + U (1.52)

得证.
下面给出这种等价关系的定义，这里借用数论中的同余语言来描述

定义 1.17

♣

设线性空间 U ⩽ V，则称 v1, v2 ∈ V 模 U 同余，若 v1 + U = v2 + U，或者说 v1 − v2 ∈ U，记为
v1 ≡ v2(modU).

容易验证，仿射子集并不是线性空间（通常不满足封闭性），但如果考虑仿射子集的全体，那么它们在良定
义的加法与数乘下构成线性空间，即商空间.

定义 1.18 (商空间)

♣

设 U ⩽ V，则定义商空间为 V 的所有与 U 平行的仿射子集的集合

V/U = {v + U : v ∈ V }. (1.53)

还需要验证商空间确实是线性空间，我们定义加法与数乘为

(v1 + U) + (v2 + U) = (v1 + v2) + U, a(v1 + U) = av1 + U (1.54)
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1.3 矩阵与线性映射

这在集合的角度来看是自然的，只需证明其是良定义的，即对任意 v1 ≡ v′1(modU), v2 ≡ v′2(modU)，有

(v1 + v2) + U = (v′1 + v′2) + U, av1 + U = av′1 + U (1.55)

由于 v1 − v′1, v2 − v′2 ∈ U，因此根据 U 的封闭性可知

(v1 + v2)− (v′1 + v′2) = (v1 − v′1) + (v2 − v′2) ∈ U, a(v1 − v′1) ∈ U. (1.56)

其余验证过程是容易的.
事实上，线性空间可以如此轻易作商运算并不是一件自然的事，上面的过程如此容易的原因在于线性空间

的优良性质.商群需要正规子群，商环需要理想，而商空间只需要子空间，并没有其它特殊的要求，可以简单理
解为，线性空间自带加法 Abel群以及两种运算的封闭性.

对于上面的讨论，可以很容易定义出商映射.

定义 1.19 (商映射)

♣
设 U ⩽ V，则定义商映射 π : V → V/U，对任意 v ∈ V，π(v) = v + U .

借助商映射，可以求出商空间的维数.易知 π是一个线性映射，并且是满的，使用维数定理可得

dimV = dimKer π + dimV/U (1.57)

考虑 Kerπ = {v ∈ V : v ≡ 0}，可知 Ker f ⊂ U，因此取 V 的一组基 v1, · · · , vm, · · · , vn，不妨设其中仅
v1, · · · , vm ∈ U，则

Kerπ = Span(v1, · · · , vm) (1.58)

这表明 dimKerπ = dimU，因此我们有如下结论

命题 1.18

♠

设 V 为有限维向量空间，U ⩽ V，则

dimV/U = dimV − dimU (1.59)

如果对于 f ∈ L(V,W )，令 U = Ker f，则 dimV/Ker f = dimV − dim Im f

命题 1.19

♠
设 V,W 为有限维向量空间，f ∈ L(V,W )，则 V/Ker f ∼= Im f .

上面的结果很像同态基本定理，直接构造映射 g : V/Ker f → Im f，g(v +Ker f) = f(v)也容易证明.

1.3 矩阵与线性映射
矩阵是线性代数的重点之一，可以说线性映射与矩阵分别是线性代数“飘渺”与“实在”的两种体现，很多

问题都有两种思考方向上的不同形式，有时需要直击本质，有时又需要脚踏实地；但另一方面线性映射与矩阵
相伴而生，二者的联系在于同构，因为有限维线性空间之间的线性映射构成的空间，在一定条件下存在与之同
构的矩阵空间，这种“重贴标签”使得二者可以互相处理一些繁琐的问题，甚至相互揭示本质，首先从定义矩阵
开始.
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1.3 矩阵与线性映射

1.3.1 矩阵的定义

定义 1.20 (域上的矩阵)

♣

称域 F上的m× n矩阵为 F中的元素构成的m行 n列的矩形阵列

A =

Ü
a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn

ê
(1.60)

F上全体m× n矩阵构成的集合记作 Fm×n.

仿照 Fn，可以定义矩阵中的加法与数乘，这实际上是每个分量上的加法与数乘（这也说明加法只能在同阶
矩阵间进行）

(aij) + (bij) = (aij + bij), λ(aij) = (λaij) (1.61)

仿照 Fn，容易验证 Fm/F是一个线性空间.更进一步，如果将矩阵的所有元素排成一列，可以发现同构关系
Fm×n ∼= Fmn，由此可以得到 Fm×n 的一组基 Eij , 1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ n，每个 Eij 的 ij 位置为 1，其余位置为
0，称为矩阵空间的标准基.

这些讨论可以归结为如下命题

命题 1.20

♠
Fm×n/F是一个线性空间，并且 dimFm×n = mn.

1.3.2 线性映射的矩阵

本节正式讨论“矩阵与线性映射相伴而生”这一观点，我们已经定义了域上的矩阵，而域中的元素是进行线
性空间中线性组合的关键，因此可以定义出线性映射的矩阵.

定义 1.21 (线性映射的矩阵)

♣

设 V,W 为有限维向量空间，f ∈ L(V,W )，固定 V,W 的基 v1, · · · , vn，w1, · · · , wm，则定义 f 关于这些
基的矩阵为M(f) = (aij) ∈ Fm×n，其中

f(v1) = a11w1 + · · ·+ am1wm

· · · · · ·

f(vn) = a1nw1 + · · ·+ amnwm

(1.62)

注上面的定义中分别固定了 V,W 中的一组基，关于不同基下矩阵的关系留与后文讨论.
容易验证，在固定的基下，若映射 f, g ∈ L(V,W )对应的矩阵为A,B，则 λf+µg对应的矩阵恰好是 λA+µB，

或者说

M(λf + µg) = λM(f) + µM(g). (1.63)

由此可以看出，即使不参照 Fn，依旧可以定义出矩阵的加法与数乘.
从上面的关系中已经可以看出

L(V,W ) ∼= Fm×n, n = dimV,m = dimW (1.64)

这是线性空间角度的同构，由此可以看出，矩阵可以承载线性映射所蕴含的信息，进一步思考，映射在某些
情况下可以进行复合，那么能否定义矩阵的运算，使得映射复合的矩阵恰好等于映射对应矩阵进行运算的结果？
出于这种思路，可以定义出矩阵乘法，首先考虑一个例子.
例 1.3设 f ∈ L(V,W ), g ∈ L(W,U)，M(f) = (aij) ∈ Fm×n,M(g) = (bij) ∈ Fp×m，取三个空间的基 v1, · · · , vm，
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1.3 矩阵与线性映射

w1, · · · , wn，u1, · · · , up，则
f(v1) = a11w1 + · · ·+ am1wm

· · · · · ·

f(vn) = a1nw1 + · · ·+ amnwm


g(w1) = b11u1 + · · ·+ bp1up

· · · · · ·

g(wm) = b1mu1 + · · ·+ bpmup

(1.65)

设M(g ◦ f) = (cij)，则
g ◦ f(v1) =

m∑
l=1

al1g(wl) =
p∑

k=1

n∑
l=1

bklal1uk =
p∑

k=1

ck1uk

· · · · · ·

g ◦ f(vn) =
m∑
l=1

alng(wl) =
p∑

k=1

n∑
l=1

bklalnuk =
p∑

k=1

cknuk

(1.66)

其中 cij =
n∑

k=1

bikakj，根据下面的定义，可将M(g ◦ f)定义为M(g)M(f)，即矩阵乘法.

定义 1.22 (矩阵乘法)

♣

设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×p，则定义

AB =

(
n∑

k=1

aikbkj

)
= (cij) ∈ Fm×p. (1.67)

矩阵乘法定义看似麻烦，但将两个矩阵写出则会非常直观

AB =

Ü
a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn

êÜ
b11 · · · b1p
...

...
bn1 · · · bnp

ê
=

â n∑
k=1

a1kbk1 · · ·
n∑

k=1

a1kbkp

...
...

n∑
k=1

amkbk1 · · ·
n∑

k=1

amkbkp

ì
=

Ü
c11 · · · c1p
...

...
cm1 · · · cmp

ê
= C

(1.68)

并且因为线性映射有结合律，由此矩阵乘法也自然满足结合律（交换律则不然），并且易知，矩阵乘法的单
位元为单位阵（它实际上对应了线性空间到自身的恒定映射）

In =

Ü
1

. . .
1

ê
(1.69)

即对于 A ∈ Fm×n，AIn = ImA = A，可以看出左单位与右单位不同.
综上，我们证明了矩阵空间与线性映射空间的同构关系，以及映射复合与矩阵乘法之间的联系.

1.3.3 线性映射的矩阵表示

对于线性映射 f ∈ L(V,W )，假设它在基 v1, · · · , vn，w1, · · · , wm 下的矩阵为 A = (aij)，则
f(v1) = a11w1 + · · ·+ am1wm

· · · · · ·

f(vn) = a1nw1 + · · ·+ amnwm

(1.70)

如果换一种写法，将 v1, · · · , vn 并置，将结果也并置，并且写成矩阵乘法的形式，则有

f(v1, · · · , vn) =

(
n∑

k=1

ak1wk, · · · ,
n∑

k=1

aknwk

)
= (w1, · · · , wk)

Ü
a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn

ê
(1.71)
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1.3 矩阵与线性映射

这种写法就是线性映射的矩阵表示，这种形式非常直观表示了“映射在何基下有何矩阵”，并且只需改变不
同的基和矩阵，就可以得到同一映射在不同基下的矩阵.在此基础上，它也可以契合线性映射的复合，比如延续
讨论矩阵乘法前的例子中的记号，则

g ◦ f(v1, · · · , vn) = g(w1, · · · , wm)

Ü
a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn

ê
= (u1, · · · , up)

Ü
b11 · · · b1m
...

...
bp1 · · · bpm

êÜ
a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn

ê
(1.72)

= (u1, · · · , up)BA (1.73)

上面的每一步都用到了结合律，但这种结合律的本质仍然是映射的复合.注意，线性映射的矩阵表示只是只
是一种契合矩阵规则的表示方法，并没有定义多少新的东西.
下面定义坐标的概念，坐标有助于矩阵研究线性映射，同时也能充分展示矩阵表示的优势.

定义 1.23 (坐标)

♣

设 v1, · · · , vn为 V 的一组基，则对于任意 v ∈ V，存在唯一 a1, · · · , an使得 v = a1v1 + · · ·+ anvn，这里
记 (a1, · · · , an)T ∈ Fn×1 为 v在基 v1, · · · , vn 下的坐标.

如果使用矩阵表示，那么上面的事实可以写作

v = (v1, · · · , vn)

Ü
a1
...
an

ê
(1.74)

延续前面的记号，若要求 f(v)，则

f(v) = f(v1, · · · , vn)

Ü
a1
...
an

ê
= (w1, · · · , wm)

Ü
a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn

êÜ
a1
...
an

ê
(1.75)

这里依然满足结合律，并且它告诉我们，f(v)的坐标正好是矩阵M(f)左乘 v的坐标后，得到的矩阵与基
w1, · · · , wm 作线性组合的结果.

除此之外，矩阵表示也很方便进行基变换，这也是后面要讨论的主题之一，它可以归结到这样的问题：
问题 1.1研究线性映射 f ∈ L(V,W )，可以分别取 V,W 的基，研究这组基下的矩阵，那么是否存在合适的基，使
得 f 在这对基下的矩阵尽可能简单？

这个问题的重点在于如何定义“简单”，以及如何联系不同基之间的矩阵，最后得到的结果被称为相抵标准
型.
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第 2章 线性映射与矩阵理论

本章将在前一章基础上进一步讨论矩阵与线性变换之间的关系，首先对于矩阵的基本理论进行完善，并介
绍行列式，再讨论相抵标准型理论，最后讨论相似标准型.
讨论线性映射的矩阵表示方法，然后是矩阵分块相关理论，以及行列式，最后仿照相抵标准型的思路研究

相似变换.

2.1 行列式

2.1.1 行列式的定义

定义 2.1 (n阶行列式)

♣

对于域 F，定义行列式函数 det : Fn×1 × · · · × Fn×1︸ ︷︷ ︸
n

→ F

det(a·1, · · · , a·n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

(j1,··· ,jn)∈Sn

(−1)τ(j1,··· ,jn)a1j1 · · · anjn (2.1)

其中 Sn 表示 n阶置换群，τ 表示置换的逆序数.

命题 2.1

♠行列式函数的性质：反对称，多重线性，标准性

行列式的唯一性.

2.1.2 行列式的展开

按行、列展开.

定理 2.1 (Laplace展开)
♥

2.1.3 Cauchy-Binet公式

定理 2.2 (Cauchy-Binet公式)
♥

2.2 矩阵理论

2.2.1 矩阵的分块

矩阵的分块是一种很有用的操作方法，它表示将矩阵中某些部分看作一块，整体进行操作，这对应线性映
射的限制与直积，这方面内容从映射角度就不如矩阵角度直观，而后者也易于操作.



2.2 矩阵理论

2.2.2 行/列空间与秩

如果说第一章是在讨论线性映射与向量间的作用，那么本节就是在对应讨论矩阵与对应列向量之间的乘法，
即 Fm×n × Fn×1 → Fm×1.首先定义 Fn 空间.

定义 2.2 (列向量空间)

♣设 F为域，定义 Fn 为 Fn×1 在矩阵的加法、数乘下构成的线性空间.

之所以称为列向量，是因为 Fn×1矩阵具有 n行 1列的形式，类似也可将 F1×m矩阵称为行向量，并且定义
行向量空间.而若取标准基 ei = (δi1, · · · , δin)T , i = 1, · · · , n，则容易验证 L(Fm,Fn)中映射的作用恰好与该映
射在标准基下的矩阵左乘行向量的结果相同.
从列向量的角度看，Fm×n矩阵可以按照列向量进行分块，即 A = (α1, · · · , αn)，其中每个 αi ∈ Fm×1为m

维列向量空间中的元素.

定义 2.3 (矩阵的列空间)

♣

设矩阵 A = (α1, · · · , αn) ∈ Fm×n，定义其列向量的张成空间为矩阵的列空间，即

colA = Span(α1, · · · , αn) = {Au : u ∈ Fn×1} ⩽ Fm×1 (2.2)

并且称列空间的维数 dim colA为矩阵的列秩，记为 rkA.特别地，若 rkA = n，则称矩阵 A是列满秩的.

注第一章中定义过向量组的秩，这里的列秩可以看作是一种特殊的向量组的秩.
如果将矩阵 A看作 L(Fn,Fm)中元素，即左乘作用 A(u) = Au，那么 colA = ImA.在这种考虑下，可以定

义出矩阵的零空间

A = KerA = {u ∈ Fn×1 : Au = 0}. (2.3)

上面的一切都可以类似定义在行空间中，记为 rowA，并且定义中的列向量右乘需要改为行向量左乘.借用
新的记号，可以在矩阵的行/列空间中表述维数定理，注意到 rowA = colAT（这从定义或直观都是显然的），因
此可以避免多余的记号.

定理 2.3 (维数定理)

♥

设 A ∈ Fm×n，则

n = dimKerA+ dim ImA = dimnullA+ rkA (2.4)

m = dimKerAT + dim ImAT = dimnullAT + rkAT (2.5)

有限维线性空间可以找到基，这呈现在矩阵中会更加直观.对于行空间与列空间，设 A ∈ Fm×n，rkA = r ⩽
n，设 S = (s1, · · · , sr) ∈ Fm×r 为 colA 的一组基，则存在 c1, · · · , cn ∈ Fr×1，使得每个 Sci = αi，因此令
C = (c1, · · · , cn) ∈ Fr×n，则 A = SC.

定理 2.4

♥

设 A ∈ Fm×n，rkA = r ⩽ n，则存在矩阵列满秩矩阵 S = (s1, · · · , sr) ∈ Fm×r, C ∈ Fr×n 使得

A = SC (2.6)

证明 如上所述.
特别的，张成空间的基可以直接从张成组中找到，因此有如下推论.
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2.2 矩阵理论

推论 2.1

♥

设 A ∈ Fm×n，rkA = r ⩽ n，则存在列满秩矩阵 S = (αi1 , · · · , αir ) ∈ Fm×r, C ∈ Fr×n 使得

A = SC (2.7)

为了定义矩阵的秩，需要证明如下引理

引理 2.1

♥矩阵的行秩等于列秩，若设 A ∈ Fm×n，则 dim colA = dim colAT .

证明 不妨设 A = (α1, · · · , αn) 6= 0（否则命题显然成立），dim colA = r ⩽ n，则使用上面的引理，不妨设
S = (α1, · · · , αr)张成 colA，则存在 C ∈ Fr×n使得 A = SC，两边同时作转置，并分块 CT = (x1, · · · , xr)可得

AT = CTST =
Ä
x1 · · · xr

äÜαT
1

...
αT
r

ê
= x1α

T
1 + · · ·+ xrα

T
r (2.8)

由于

colAT = ImAT = {ATu : u ∈ Fm×1} = {x1(α
T
1 u) + · · ·+ xr(α

T
r u) : u ∈ Fm×1} ⩽ Span(x1, · · · , xr) (2.9)

因此 dim colAT ⩽ r = dim colA，将上述结论应用到 AT 中，可得 dim colA ⩽ dim colAT，命题得证.

定义 2.4 (矩阵的秩)

♣

定义矩阵 A ∈ Fm×n 的秩为其列秩，记为 rkA.特别地，若 rkA = n则称 A列满秩；若 rkA = m则称 A

行满秩.

2.2.3 矩阵的行列式

前面讨论了行列式，它与矩阵有相近的形式，因此我们可以对矩阵（更准确说是方阵）定义行列式.

定义 2.5 (矩阵的行列式)

♣

设 A = (aij) ∈ Fn×n，则定义矩阵的行列式为

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (2.10)

也就是说，矩阵的行列式就是将矩阵的每个元素放到行列式的对应位置，进行计算得到的结果.由于行列式
是一个多重线性函数，因此将矩阵列分块 A = (α1, · · · , αn) ∈ Fn×n，则可得矩阵的行列式的另一种形式

detA = det(α1, · · · , αn) (2.11)

行列式的许多性质都可以追溯到最根本的三条性质，因此在这种写法下可以挖掘出行列式之于矩阵的许多
性质.
。。。。。行列式与列向量的线性相关性，。。。。。
逆的定义与大多代数结构中的逆相似，即对于矩阵 A，若存在 B 使得 AB = BA = I，则称 B 为 A的逆，

但对于这个描述还有很多要补充的.首先要保证 A,B 可以作乘法，因此若 A ∈ Fm×n，则 B ∈ Fn×p，同理，B

也需要左乘A，这表示 p = m.其次，由于AB = BA = I，根据 B-C公式可知，若m 6= n，则 det(AB), det(BA)

中必有一者为 0，这说明逆矩阵存在的必要条件是矩阵为方阵.
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2.3 相抵标准型

定义 2.6 (逆矩阵)

♣对于 A ∈ Fn×n，若存在 B ∈ Fn×n 使得 AB = BA = In，则称 B 为 A的逆矩阵，记为 A−1.

定理 2.5

♥设 A ∈ Fn×n，则 A可逆当且仅当 detA 6= 0.

2.3 相抵标准型

2.3.1 初等方阵与初等变换

本节讨论矩阵的初等变换，“初等”代表简单，并且通过组合可以得到很多变换.三种初等变换为：

定义 2.7 (矩阵的初等变换)

♣

定义如下三种变换为矩阵的初等变换：
1. 交换：交换矩阵的某两行（或某两列）.
2. 倍乘：给矩阵的某一行（或某一列）乘一个 F中的非零倍数.
3. 乘加：将矩阵的某行倍乘后加到另一行（或将某一列倍乘后加到另一列）.

一个自然的问题是，上面三种变换能否通过矩阵乘法进行表示（下面先仅考虑列变换），为了讨论这个问题，
可以将矩阵进行列分块.

首先考虑交换，不妨设交换第一列与第二列，即 A = (a1, a2, · · · , an) 7→ (a2, a1, · · · , an)，其中 A ∈ Fm×n.
为了实现这个变换，需要有一个 n×n方阵右乘 A，不妨设为 P，由于该变换中仅有前两列改变，因此可以进一
步分块得到

(a1, a2, α)

Ü
p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33

ê
= (a1p11 + a2p21 + αp31, a1p12 + a2p22 + αp32, a1p13 + a2p23 + αp33) (2.12)

= (a2, a1, α) (2.13)

由此可得

P =

Ü
0 1

1 0

In−2

ê
∈ Fn×n (2.14)

如果设 ei = (δ1i, · · · δni)T，则更一般的交换 i, j 列的矩阵 Pij = (e1, · · · , ej , · · · , ei, · · · , en) ∈ Fn×n（这里
不妨设 i < j）.

仿照上面的过程，可以得到倍乘 Di(λ)矩阵与乘加矩阵 Tij(λ)（表示将 i列倍乘加到 j 列）为

Di(λ) =

Ü
Ii−1

λ

In−i

ê
, Tij(λ) = diag(e1, · · · , ej + λei, · · · , en), λ 6= 0 (2.15)

将上述矩阵对矩阵 A右乘，即可进行初等列变换.根据对称性，可以得到初等行变换矩阵，这实际上就是将
上面叙述中的行于列互换，并且将右乘改为左乘.

对象在一个变换下的不变性往往值得关注，对于上面的初等变换，一个很重要的性质就是秩不变性.

定理 2.6

♥初等（行、列）变换不改变矩阵的秩.
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2.3 相抵标准型

证明 初等变换实际上是对列向量进行线性组合，而这一过程不会改变张成空间，因此不会改变张成组的维数，
因此不会改变秩.
有了这样的性质，自然会考虑其反面：对于两个同秩的同阶矩阵，能否通过不断作初等变换使之相等？这就

是矩阵的相抵问题.

2.3.2 矩阵的相抵

为了更方便表述，先利用初等变换定义矩阵的相抵.

定义 2.8 (相抵)

♣称同阶矩阵 A,B 相抵，若 A可以通过一系列初等变换变成 B，记为 A ∼ B.

由于初等变换的逆变换也是初等变换（初等矩阵的逆也是初等矩阵），因此相抵是一个等价关系.如此我们
前面的问题转化为探索相抵与秩之间的关系.下面的命题，有助于进一步讨论相抵.

命题 2.2

♠可逆矩阵 A ∈ Fn×n 相抵于单位阵 In，换句话说，A可以写作初等矩阵的乘积.

证明 对 n进行归纳，当 n = 1时命题显然成立.假设 n的情况成立，考虑 n+ 1的情况，设

A =

(
a11 αT

β A′

)
∈ F(n+1)×(n+1) (2.16)

不妨设 a11 6= 0（否则可以通过交换使得 a11 位置非 0），进一步也可以不妨设 a11 = 1（否则可以通过对第
一列倍乘 a−1

11 使之为 1），则可以通过依次加乘变换，使得

A =

(
1 αT

β A′

)
∼

(
1

−β In

)(
a11 αT

β A′

)(
1 −αT

In

)
=

(
1

A′ − βαT

)
(2.17)

根据条件，A′ − βαT ∈ FN×n可逆，且与 In相抵，这说明 A′ − βαT = P1 · · ·Ps，其中 Pi为初等矩阵，这
表明

A ∼

(
1

P1

)
· · ·

(
1

Ps

)
(2.18)

命题得证.
根据上面的命题可知，任何可逆矩阵都可写作初等阵的乘积，这说明可逆阵的左乘、右乘等效于数个初等

阵进行左乘、右乘，因此可以对相抵进行非常重要的推广.

推论 2.2

♥A,B 相抵，当且仅当存在可逆矩阵 P,Q，使得 PAQ = B.

有了前面的铺垫，下面正式向相抵标准型推进，我们希望证明如下命题

定理 2.7 (相抵标准型)

♥

设 A ∈ Fm×n，rkA = r，则

A ∼

(
Ir O

O O

)
. (2.19)

上面的矩阵被称为相抵标准型.

证明 证明可类比可逆情形进行归纳，或从向量组的考虑先构造 r × r可逆块进行打洞.
可以看出，相抵标准型仅与矩阵的阶与秩有关，这也回答了前面的问题：同阶同秩矩阵必相抵.
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2.3 相抵标准型

定理 2.8

♥同阶矩阵相抵当且仅当其同秩.

上面结论也可以从基变换的角度解释，基变换顾名思义，就是线性空间中两组基之间的变换，如下定义.

定义 2.9 (基变换)

♣

设 V/F为有限维向量空间，v1, · · · , vn;w1, · · · , wn 为 V 的两组基，则存在唯一可逆矩阵 P ∈ Fn×n 使得

(w1, · · · , wn) = (v1, · · · , vn)P (2.20)

其中 P 称为由 v到 w的基变换矩阵.

上面定义中的一些补充证明是简单的.下面回到线性映射在的话题，考虑线性映射

A (v1, · · · , vn) = (w1, · · · , wm)A (2.21)

其中 rkA = r，则存在可逆矩阵 P,Q使得 PAQ =

(
Ir O

O O

)
，如果将 P,Q分别作为 A 值域与定义域中的

基变换矩阵，即设

(v1, · · · , vn)Q = (v′1, · · · , v′1), (w1, · · · , wn) = (w′
1, · · · , w′

m)P (2.22)

则

A (v′1, · · · , v′n)Q−1 = (w′
1, · · · , w′

m)PA (2.23)

A (v′1, · · · , v′n) = (w′
1, · · · , w′

m)PAQ (2.24)

= (w′
1, · · · , w′

m)

(
Ir O

O O

)
(2.25)

这说明，如果选择基 v′1, · · · , v′n;w′
1, · · · , w′

m，则 A 在这对基下的矩阵恰好为

(
Ir O

O O

)
，这是一个形式非

常简单的矩阵，此外还有更强的结论：对任何与 A相抵的矩阵 B，都可以选择适当的基使得A 在这组基下的矩
阵为 B，并且不论如何如何选择基，A 在不同基下的矩阵总是相抵的，因此可以同一定义线性映射的秩

定义 2.10 (线性映射的秩)

♣
定义 A ∈ L(V,W )的秩为 A 在任一对基下的矩阵的秩.

2.3.3 方阵的性质

方阵、变换的环、多项式代入同态，

2.3.4 线性变换与相似

前面讨论对象为一般的线性映射，如果考虑线性空间到自身的线性变换（当值域与定义域相等时称线性映
射为线性变换），由于值域与定义域相同，因此只需取一组基 v1, · · · , vn，A ∈ L(V )在这组基下有

A (v1, · · · , vn) = (v1, · · · , vn)A (2.26)

如果作基变换 (w1, · · · , wn)P = (v1, · · · , vn)，则

A (w1, · · · , wn) = (v1, · · · , wn)PAP−1 (2.27)

这里出现了一个相抵之上的，具有更高要求的矩阵关系：相似.

22



2.3 相抵标准型

定义 2.11 (矩阵的相似)

♣设 A,B ∈ Fn×n，则称 A,B 相似，若存在可逆矩阵 P ∈ Fn×n 使得 PAP−1 = B，记作 A
s∼ B.

很容易验证相似也是一个等价关系.类比相抵标准型，自然会产生问题：相似变换下有哪些不变量？能否找
到相似标准型？相似涉及到的问题要比相抵复杂得多，但也正是因为其复杂，使得我们可以从许多角度看待一
些问题，也有许多工具来解决这些问题.在此仅先讨论一些简单的性质.

命题 2.3

♠若 A
s∼ B，则 rkA = rkB, detA = detB, trA = trB.

根据上面的命题，可以定义线性变换的行列式/迹定义为其在任一组基下矩阵的行列式/迹，这也启发我们：
若矩阵的某属性 P是相似不变的，那么可以对线性变换定义类似的属性 P.

2.3.5 不变子空间

作为最后的铺垫，介绍不变子空间.

定义 2.12 (不变子空间)

♣
设 A ∈ L(V )，U ⩽ V，若 A (U) ⊂ U，即对任意 u ∈ U，A u ∈ U，则称 U 为 A -不变子空间.

顾名思义，不变子空间就是在某个线性变换下保持不变的子空间，比如 V, {0}就是两个平凡不变子空间，再
比如 KerA , ImA 也是两个不变子空间.

不变子空间具有较好的性质，比如

命题 2.4

♠

取 V 基 v1, · · · , vn，并设其中 v1, · · · , vk张成了一个A -不变子空间，则A 在这组基上的矩阵是分块上三
角的，即

A (v1, · · · , vn) = (v1, · · · , vn)

(
A11 A12

A22

)
. (2.28)

证明 计算每个 A vi 易得.
上面的结论在映射的限制下，有更进一步的推论.

定义 2.13 (线性变换的限制)

♣
设A ∈ L(V )，U ⩽ V，则定义A 在 U 上的限制映射为A |U ∈ L(U)，对任意 u ∈ U ⩽ V，A |Uu = A u.

注上面的定义可以推广到一般的线性映射（甚至对于一般的映射也都可以定义限制），只不过在线性变换中使用
较多，因此这里从变换的角度定义.
延续前面的记号，可以得到如下推论

推论 2.3

♥
若 U = Span(v1, · · · , vk) ⩽ V 为 A -不变子空间，则 A |U 在基 v1, · · · , vk 下的矩阵为 A11.

若考虑商空间，又有如下推论

推论 2.4

♥

若U = Span(v1, · · · , vk) ⩽ V 为A -不变子空间，定义 V/U 上的商变换 Ã ∈ L(V/U)，对任一 ṽ = v+U ∈
V/U，Ã (ṽ) = A v + U，则商变换在基 ˜vk+1, · · · , vn 下的矩阵为 A22.
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2.3 相抵标准型

命题 2.5

♠

取 V 基 v1, · · · , vn，并设其中 v1, · · · , vk; vk+1, · · · , vm 分别张成了一个 A -不变子空间 U,W，即 V =

U ⊕W，则 A 在这组基上的矩阵是分块对角的，即

A (v1, · · · , vn) = (v1, · · · , vn)

(
A11

A22

)
. (2.29)
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第 3章 特征值理论

本节主要讨论线性代数中非常重要的特征值理论，我们首先讨论复向量空间中，最后一部分特别讨论实向
量空间（因为 C为代数闭域，具有更好的性质）.

3.1 线性变换与方阵的特征值

3.1.1 特征值与特征空间

上一章的最后提到了不变子空间，这里从最简单的不变子空间：一维不变子空间开始.假设 U = Span(v) =

{kv : k ∈ F}为 A -不变子空间，则对任意 kv ∈ U，都有

A (kv) = kA (v) = λ(kv) (3.1)

上述结果表明 A 在任何 u ∈ U 上的变换都可以看作一个伸缩变换，具有这种性质的向量 u与 λ称为线性
变换 A 的特征向量与特征值.

从矩阵的角度也可以看待特征值，延续上述记号取基 v1, · · · , vn，设 v 在这组基下的坐标为 x ∈ Fn×1，变
换在这组基下的矩阵为 A，则A v = λv等价于 Ax = λx，这说明矩阵在这个列向量上左乘的作用等价于伸缩变
换，或者说单位阵的倍数 λI 的左乘作用.根据上面的讨论，可以定义线性变换与矩阵的特征值.

定义 3.1 (线性变换的特征值)

♣

设 T ∈ L(V )，若存在 0 6= v ∈ V, λ ∈ F使得 Tv = λv，则称 λ为 T 的特征值，v是相应于 λ的特征向量.
此外，定义线性变换 T 的特征值的全体称为 T 的谱，记为 specT .

定义 3.2 (矩阵的特征值)

♣

设 A ∈ Fn×n，若存在 0 6= x ∈ Fn×1, λ ∈ F使得 Av = λx，则称 λ为 A的特征值，v 是相应于 λ的特征
向量.此外，定义矩阵 A的特征值的全体称为 A的谱，记为 specA.

可以通过变换与矩阵两个角度看待特征值，但它们本质实际是相同的，考虑线性变换的特征值也可以等价
于考虑其在某组基下矩阵的特征值，或者说可以考虑其在任一组基下矩阵的特征值.

命题 3.1

♠设 λ, v为 A ∈ Fn×n 的特征值与特征向量，若 B
s∼ A，则 λ, v也是 B 的特征向量与特征值.

上面的命题给出了相似变换新的不变量：特征值与特征向量.
从上面的讨论可以看出，相应于同一特征值的特征向量可以构成一个线性空间，并且这是一个不变子空间，

由此可以定义将相应于同一特征值的特征向量合并的空间：特征空间.

定义 3.3 (特征空间)

♣
设 T ∈ L(V ), λ ∈ specT，则称全体相应于 λ的特征向量的全体为相应于 λ的特征空间，记作 E(λ, T ).

注
1. 对于矩阵也可以定义类似的特征空间，在此不做重复.
2. 由于零向量可以看作任何变换的，相应于任何 λ ∈ F的特征值，但若 λ不是特征值，则显然E(λ, T ) = {0}，
但这样的特征空间是平凡的，因此可以不认为这是线性空间.



3.1 线性变换与方阵的特征值

命题 3.2

♠
设 T ∈ L(V ), λ ∈ specT，则 E(λ, T )为一个 T -不变子空间.

特征值是讨论“相似标准型”的一个切入点，考虑下例.
例 3.1 假设对于 T ∈ L(V )，v1, v2 线性无关，且均为特征向量（不妨设各自相应于 λ1, λ2），则考虑 T ′ =

T |Span(v1,v2)，可知

T ′(v1, v2) = (v1, v2)

(
λ1 0

0 λ2

)
(3.2)

这时 T ′ 在基 v1, v2 下的矩阵为对角阵 diag(λ1, λ2).
上面的例子说明，以特征向量作为基，可以得到形式非常简单的对角阵，那么对任意 T ∈ L(V )，是否存在

V 中一组由 T 的特征向量组成的基？这个问题等价于：V 是否能表示为特征空间的直和的形式？

命题 3.3

♠
设 T ∈ L(V )，v1, · · · , vm 是相应于不同特征值的特征向量，则 v1, · · · , vm 线性无关.

证明 设对应于每个 vi的特征值为 λi，并且 fi(λ) = (λ−λ1) · · ·ÿ�(λ− λi) · · · (λ−λm).假设 a1v1+ · · ·+amvm = 0，
则用 fi(T )依次作用于等式两边，可得 a1 = · · · = am = 0.

上述命题表明，所有特征空间之和确实是直和，但这样的直和是否等于 V，仍有待讨论，这个问题可以等
同于讨论矩阵的相似型，也称可对角化问题.
为了更精确描述特征空间，可以采取另一种方法来描述一系列的特征XX.由于A v = λv等价于 (A −λI)v =

0，即 v ∈ Ker (A −λI).因此E(λ,A ) = Ker (A −λI)，在这种视角下，λ为特征值当且仅当Ker (A −λI) 6= {0}；
类似的，v为相应于 λ的特征值当且仅当 0 6= v ∈ Ker (A − λI) 6= {0}.
由此可以定义出特征空间的一个重要属性：几何重数

定义 3.4 (几何重数)

♣
设 T ∈ L(V ), λ ∈ specT，则定义 λi 的几何重数mi = dimE(λi, T ) = dimKer (T − λiI).

使用维数定理，还能得到几何重数的一个计算方法：

mi = dimKer (T − λiI) = n− dim rk(T − λiI) (3.3)

命题 3.4

♠
设 T ∈ L(V ), λ ∈ specT，则对于任意多项式 f ∈ F[x]，f(λ)为 f(T )的特征值.

3.1.2 特征多项式与代数重数

介绍特征值后，一个很自然的问题就是如何求出特征值，这种“实际”的问题就需要从“实际”的角度考虑，
即矩阵.首先考虑：对于 λ ∈ F，如何判定它是否为矩阵的特征值？

仿照上一节的移项操作可知

λ ∈ specA⇐⇒ ∃x 6= 0 : (A− λI)x = 0⇐⇒ Ker (A− λI) 6= {0} (3.4)

而这又等价于矩阵 A− λI 不可逆，即 det(A− λI) = 0，因此可以总结为如下命题.

命题 3.5

♠
设 A ∈ Fn×n，则 λ ∈ specA当且仅当 det(A− λI) = 0.

也就是说，只需要根据计算行列式，就可以进行特征值的判定.以此为基础，讨论 A的特征值实际上就是在
讨论 g(λ) = det(A − λI)的零点，通过行列式的定义可知，这个函数实际上是一个关于 λ的多项式，这就引出
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3.1 线性变换与方阵的特征值

了特征多项式的定义.

定义 3.5 (特征多项式)

♣

设 A ∈ Fn×n，则定义 A的特征多项式为

φA(λ) = det(λI −A) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a0. (3.5)

特征多项式是一个首一多项式，由于一开始就假设了 F为代数闭域，因此它可以因式分解为一次多项式的
乘积，在这种形式下，可以定义出每一项的重数：代数重数.

定义 3.6 (代数重数)

♣

设 A ∈ Fn×n，A的特征多项式为

φA(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a0 = (λ− λ1)

n1(λ− λ2)
n2 · · · (λ− λs)

ns , (3.6)

其中 λ1, · · · , λs 为 A的所有互异特征值，即 specA = {λ1, · · · , λs}，上面的 nk 称为 λk 的代数重数.

特征值理论中有两种重数：几何重数与代数重数，它们的定义并不相同，而这两种重数可以看作是连接后
面的广义特征空间、Schur三角化理论的纽带，因此这里先仅考虑一些简单性质，二者的辨析留与后文说.

命题 3.6

♠

设 A ∈ Fn×n，φA(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a0，specA = {λ1, · · · , λs}，则

trA = λ1 + · · ·+ λs = an−1 (3.7)

detA = λ1 · · ·λs = (−1)na0 (3.8)

下面的定理告诉了我们几何重数与代数重数的数量关系，同时也表明：借助特征空间来分解线性空间 V 的
想法是不现实的.

定理 3.1

♥设 A ∈ Fn×n，则对任意 λi ∈ specA，都有mi ⩽ ni，其中mi, ni 分别是 λi 的几何重数与代数重数.

证明

3.1.3 Schur三角化

直接讨论对角阵或许会有些突兀，暂且退而求其次，讨论上三角矩阵.从计算角度考虑，上三角矩阵很容易
计算行列式、迹、秩甚至特征值（从特征多项式来看，其对角元恰好是所有特征值）；从形式上来说，上三角矩
阵具有明显的“递归”特性，若线性变换在某组基下成上三角阵，那么这种递归特性会使得这组基也有很好的
性质.

命题 3.7

♠

设 T ∈ L(V )，则 T 在基 v1, · · · , vn 下为上三角矩阵与下述任一条等价.
1. 对任意 j = 1, · · · , n，都有 T (vj) ∈ Span(v1, · · · , vj).
2. 对任意 j = 1, · · · , n，Span(v1, · · · , vj)都是 T -不变子空间.

事实上，上面的结论可以直接将上三角矩阵分块成准上三角阵得到.
很容易证明，对于任一线性变换 T ∈ L(V )，存在 V 的一组基使得 T 在这组基下矩阵为上三角矩阵.

定理 3.2

♥
设 T ∈ L(V )，则存在 V 的基 v1, · · · , vn，使得 T 在这组基下的矩阵为上三角阵.

27



3.1 线性变换与方阵的特征值

证明 对维数进行归纳，当 dimV = 1时显然成立，假设命题对 dimV < n的维线性空间成立，考虑 n维.取 T

的特征值 λ与特征向量 v，则有 T (v) = λv，设 U = Im (T −λI)，则 dimU < n，并且 U 在 T 下不变，因此 T |U
是 U 上的线性变换，根据归纳假设，存在 U 的基 u1, · · · , um 使得 T |U 在该基下为上三角阵，将其扩充为 V 的
基 u1, · · · , um, um+1, · · · , un，则对任意 k = m+ 1, · · · , n有

Tuk = (T − λI)uk + λuk ∈ U + Span(uk) ⊂ Span(u1, · · · , uk), (3.9)

根据前面的命题可知，T 在这组基下矩阵为上三角矩阵.
上面的结果也可以用矩阵语言表述，这称为 Schur三角化.

定理 3.3 (Schur三角化)

♥

设 A ∈ Fn×n，则存在可逆矩阵 P，使得 A = PTP−1，其中 T 为上三角矩阵. 更准确来说，设 A的可重
特征值为 λ1, · · · , λn，则 T 的对角元为 λ1, · · · , λn.特别地，如果将相同特征值排列在一起（设有 d个相
异特征值），则

T =

â
T11 T12 · · · T1d

0 T22 · · · T2d

...
...

. . .
...

0 0 · · · Tdd

ì
(3.10)

其中 Tii ∈ Fni×ni 均为上三角矩阵，且对角元为（重新排列后的）λi，ni 为对应的代数重数.

注事实上，上面的结论是弱化版的 Schur三角化，其中的相似可以加强到酉相似（复正交相似），涉及一些内积
理论，因此下面贴出更强版本的证明，待日后调整.
证明 对 n归纳，当 n = 1命题显然成立，假设命题对 n ⩽ k阶矩阵都成立，考虑 n = k + 1情形.
对于 λ1，取 x ∈ E(λ1, A)，且 |x| = 1，则存在酉矩阵 V = (x, V2)，计算得

AV =
Ä
Ax, AV2

ä
=
Ä
λ1x, AV2

ä
(3.11)

V ∗AV =

(
x∗

v∗2

) Ä
λ1x, AV2

ä
=

(
λ1 ∗
0 A′

)
, (3.12)

其中 A′ 特征值与 A 的对应块相同，根据归纳假设，存在酉矩阵 W，使得 A′ = WT ′W ∗，T 对角元为
λ2, · · · , λn.因此取

U = V

(
1 0

0 W ∗

)
, (3.13)

易验证 A = UTU∗，上三角阵 T 对角元为 λ1, · · · , λn，命题得证.

3.1.4 Caylay-Hamilton定理

前面定义了特征多项式，因此可以顺便定义两个与之类似的概念，它们可以看作特征多项式“向上”与“向
下”两个方向的拓展.

定义 3.7 (零化多项式)

♣
设 A ∈ Fn×n，若首一多项式 f ∈ F[x]使得 f(A) = O，则称 f 为 A的零化多项式.

定义 3.8 (极小多项式)

♣设 A ∈ Fn×n，定义 A的次数最低的零化多项式为 A的极小多项式，记为 dA.

注由于 A的零化多项式的全体是 F上多项式环的一个理想，而 F[x]为主理想整环，因此存在唯一 p(x) ∈ F[x]，
使得 A的零化多项式恰好为 p(x)生成的理想 (p(x))，若要求 p首一，则这时的 p就是极小多项式；或者从唯一
分解整环的角度看，极小多项式可以定义为全体零化多项式的最大公因子.
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3.2 广义特征空间

极小多项式的唯一性可以通过带余除法保证，因此重要的是考虑其存在性.一种基本方法是从矩阵空间的张
成考虑，存在零化多项式等价于存在 k ∈ N，I, A, · · · , Ak 线性相关，由于 Fn×n 是一个 F上的线性空间，并且
Span(I, A, · · · , Ak, · · · ) ⩽ Fn×n，因此取 k = dimFn×n = n2，则必有 An2 ∈ Span(I, A, · · · , An2−1)（否则与
Fn×n 维数矛盾），故存在性得证.
根据上面的观点，对于矩阵的幂次张成的空间也可用多项式表示为

Span(I, A, · · · , Ak, · · · ) = {f(A) : f ∈ F[x]}. (3.14)

上面的讨论表明矩阵 A存在一个次数至多为 n2 的零化多项式，但下面的定理告诉我们，n2 可以被降到 n，
因为特征多项式本身就是一个零化多项式.

定理 3.4 (Caylay-Hamilton定理)

♥
设 A ∈ Fn×n，φA 为 A的特征多项式，则 φA(A) = O.

证明 根据矩阵的三角化，存在可逆矩阵 P = (p1, · · · , pn)，使得 PAP−1 为上三角阵，设对角元为 λ1, · · · , λn.
设 Vk = Span(p1, · · · , pn−k), k = 0, · · · , n，则可知 Rn×1 = V0 ⊃ · · · ⊃ Vn = {0}，并且根据上三角阵的结构

有

(A− λn−kI)pn−k ∈ Span(p1, · · · , pn−k−1) = Vk+1, (A− λn−kI)Vk ⊂ Vk+1 (3.15)

由此可得

φA(A)(Fn×1) = (A− λ1I) · · · (A− λnI)V0 (3.16)

⊂ (A− λ1I) · · · (A− λn−1I)V1 (3.17)

⊂ · · · (3.18)

⊂ (A− λ1I)Vn−1 ⊂ Vn = {0} (3.19)

命题得证.
事实上，极小多项式也包含了许多信息，容易验证，特征值必然是极小多项式的根，在此基础上根据极小多

项式的整除关系，可知极小多项式的零点集就是特征值的集合（不计重数）.

命题 3.8

♠
设 A ∈ Fn×n，则对 A的任何特征值 λk 都有 dA(λk) = 0.

证明 假设 v为相应于 λ的特征向量，则有 T jv = λjv，因此

0 = dA(A)v = d(λ)v (3.20)

故 dA(λ) = 0，得证.

3.2 广义特征空间
本节延续前面对空间分解的讨论，即希望将 V 分解为特征空间的想法，首先介绍特征空间的推广：广义特

征空间.

3.2.1 幂的零空间链

线性变换可以进行复合，设 T ∈ L(V )，由于 T kv = 0蕴含 T k+1v = 0，因此可以发现线性变换幂的零空间
有包含关系，但由于 V 为有限维的，因此这个链条必然会在某一刻中止，因此有如下结论.
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3.2 广义特征空间

命题 3.9

♠

设 T ∈ L(V )，则
1. {0} = KerT 0 ⊆ KerT 1 ⊆ · · · ⊆ KerT k ⊆ KerT k+1 ⊆ · · · .
2. 若存在m ∈ N，满足 KerTm = KerTm+1，则对于任意 k ∈ N，都有 KerTm = KerTm+k.
3. 上面提到的m必定存在，且m ⩽ n = dimV .

证明
1. 若 v ∈ KerTm，则 Tmv = 0，Tm+1v = T (Tmv) = 0，故 v ∈ KerTm+1，即 KerTm ⊆ KerTm+1.
2. 只需证明 KerTm+k = KerTm+k+1，而根据 1，只需证明 KerTm+k ⊇ KerTm+k+1.
设 v ∈ KerTm+k+1，即 Tm+k+1v = Tm+1(T kv) = 0，因此有 T kv ∈ KerTm+1 = KerTm，故 Tm(T kv) =

Tm+kv = 0，因此 KerTm+k ⊇ KerTm+k+1，得证.
3. 只需证明，必有 KerTn = KerTn+1.若不然，则对某个 V, T 如题所述，有

{0} = KerT 0 ⊊ KerT 1 ⊊ · · · ⊊ KerTn−1 ⊊ KerTn ⊊ KerTn+1. (3.21)

这表明

dimKerTn+1 ⩾ dimKerTn + 1 ⩾ dimKerTn−1 + 2 (3.22)

⩾ · · · (3.23)

⩾ dimKerT + n ⩾ n+ 1 (3.24)

这与 KerTn+1 ⊆ V，dimKerTn+1 ⩽ n，矛盾.
对于线性变换使用维数定理可以得到

dimV = dimKerT + dim ImT, (3.25)

因此借助维数定理，可以对上面的结论给出一个 ImT 的降链版本.
如果对维数定理敏感，就会猜测：能否通过 KerT 与 ImT 对空间进行分解？答案是否定的，虽然有维数上

对应，但这两个空间的和不是直和（或者说，可能存在 v 6= 0，使得 T 2v = 0）.但借助根据上面的命题，可以得
到 Fitting引理，它给出了空间 V 的一个粗糙分解.

定理 3.5 (Fitting引理)

♥

设 V/F，dimV = n <∞，T ∈ L(V )，则

V = KerTn ⊕ ImTn. (3.26)

证明 根据维数定理，只需证明 KerTn ∩ ImTn = {0}.
设 v ∈ KerTn ∩ ImTn，即

Tnv = 0 (3.27)

∃u ∈ V, v = Tnu (3.28)

根据上面两点，可知 Tnv = T 2nu = 0，即 u ∈ KerT 2n = KerTn，故 v = Tnu = 0，命题得证.
下面介绍一种特殊的变换，它也具有迭代一定次数后“停止”的性质.

定义 3.9 (幂零变换)

♣
设 N ∈ L(V )，若存在 k ∈ N，使得 Nk = O，则称 T 为幂零变换.

注同理可定义幂零矩阵.
同样称为幂零，容易验证幂零算子与幂零矩阵直接存在直接的联系.
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3.2 广义特征空间

命题 3.10

♠
设 N ∈ L(V )为幂零的，当且仅当存在 V 的一组基，使得 N 在这组基下的矩阵为幂零阵.

设 N ∈ L(V )幂零，则最小的使 Nk = O的正整数称为幂零指数，根据上面的结论就有

{0} = KerN0 ⊊ KerN1 ⊊ · · · ⊊ KerNk = V (3.29)

也就是说，KerNp 在 N 增长到 k时就可以包含空间 V，根据 Fitting引理也可以得到 V = KerNk.
幂零变换还有一些重要的性质，易知，f(x) = xp, p ⩾ k 都是 N 的零化多项式，因此幂零变换仅有零特征

值.假设 dimV = n，则 φN(λ) = λn, dN(λ) = λk

在此基础上，借助 Schur三角化可以得到如下推论

推论 3.1

♥
设 N ∈ L(V )幂零，则存在 V 的一组基，使得 N 在这组基下的矩阵为上三角阵，且对角元均为 0.

3.2.2 广义特征空间

一方面，代数重数与几何重数的关系否定了使用特征空间分解一个线性空间 V 的想法；另一方面，Fitting
引理告诉我们线性变换幂的核与像可以分解一个空间，因此我们自然会考虑线性变换的幂，推广一般特征空间.

定义 3.10 (广义特征向量/空间)

♣

设 T ∈ L(V )，λ为 T 的特征值，向量 0 6= v ∈ V 称为相应于特征值 λ的广义特征向量，若存在 j ∈ N使
得

(T − λI)jv = 0. (3.30)

所有相应于 λ的广义特征向量张成的空间称为 T 的相应于 λ的广义特征空间，记为 G(λ, T ).

根据定义，v ∈ G(λ, T )当且仅当存在 j ∈ N，使得 v ∈ Ker (T − λI)j，因此广义特征空间可写作

G(λ, T ) =

∞⋃
j=1

Ker (T − λI)j (3.31)

根据零空间链的“单调有界”性，可以得到如下命题

命题 3.11

♠

设 T ∈ L(V ), dimV = n <∞，λ为 T 特征值，则

G(λ, T ) = Ker (T − λI)n. (3.32)

证明 显然有 G(λ, T ) ⊃ Ker (T − λI)n.由于对任意 k ∈ N都有 Ker (T − λI)n+k = Ker (T − λI)n+k+1，故

G(λ, T ) =

∞⋃
j=1

Ker (T − λI)j =

n⋃
j=1

Ker (T − λI)j (3.33)

⊆ Ker (T − λI)n. (3.34)

得证.
通过这种表示，可以看出特征空间与广义特征空间之间的关系

E(λ, T ) = Ker (T − λI) ⊂ G(λ, T ) = Ker (T − λI)n (3.35)

这直接表明了从特征空间到广义特征空间的推广.
定义广义特征空间后，可以正式开始研究其性质.首先可以看出，广义特征空间继承了特征空间的一些性质.
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3.2 广义特征空间

命题 3.12

♠

设 T ∈ L(V )，specT = {λ1, · · · , λs}，则
1. 对任意 λ ∈ specT，G(λ, T )在 T 下是不变的.
2. 设 v1, · · · , vs 为相应的广义特征向量，则 v1, · · · , vs 线性无关.

证明
1.

T (G(λ, T )) = (T − λI)(G(λ, T )) + λG(λ, T ) ⩽ G(λ, T ). (3.36)

2. 设 vi ∈ G(λi, T )(i = 1, · · · ,m)，0 = a1v1 + · · ·+ amvm，设 k1是使得 (T − λ1I)
k 6= 0的最大 k，考虑多项

式 f1(λ) = (λ− λ1)
k1(λ− λ2)

n · · · (λ− λs)
n，则

0 = f1(T )(a1v1 + · · ·+ amvm) (3.37)

= a1f1(T )(v1) + · · ·+ amf1(T )(vm) (3.38)

= a1f1(T )(v1) (3.39)

可得 a1 = 0.重复上述操作，则有 a1 = · · · = am = 0，得证.
进一步，很容易得到这样的推论.

命题 3.13

♠
设 T ∈ L(V )，则 G(λ, T )是 (T − λI)-不变子空间，并且 (T − λI)

∣∣
G(λ,T )

是幂零变换.

有了这些准备，下面进入正片.

3.2.3 广义特征分解与代数重数

前面的结果告诉我们 G(λ, T ) = Ker (T − λI)n，根据 Fitting引理可得

V = Ker (T − λI)n ⊕ Im (T − λI) = G(λ, T )⊕ U, (3.40)

注意到，T 在 U 中的特征值为 specT\{λ}，因此可以不断分拆得到 V 的一个广义特征空间的分解，即如下
定理.

定理 3.6

♥

设 T ∈ L(V )，λ1, · · · , λm 为 T 的所有相异特征值，则

V = G(λ1, T )⊕G(λ2, T )⊕ · · · ⊕G(λm, T ). (3.41)

证明 对维数归纳，当 dimV = 1时命题显然成立.假设命题对 dimV < n都成立，则考虑维数为 n+ 1的情况，
根据 Fitting引理，有

V = Ker (T − λ1I)
n ⊕ Im (T − λ1I)

n (3.42)

= G(λ1, T )⊕ U (3.43)

考虑限制映射 T |U，可知 specT |U = {λ2, λ3, · · · , λm}，根据归纳假设，有

U = G(λ2, T |U )⊕ · · · ⊕G(λ2, T |U ) (3.44)

因此只需证明对每个 λi(i = 2, · · · ,m)，有

G(λi, T |U ) = G(λi, T ). (3.45)

显然有 G(λi, T |U ) ⊆ G(λi, T )，故只需证 G(λi, T |U ) ⊇ G(λi, T )，不失一般性，仅考虑 λ2.

32



3.3 矩阵的对角化

任取 v ∈ G(λ2, T )，根据 Fitting引理可设 v = v1 + u,其中 v1 ∈ G(λ1, T ), u ∈ U，再设

u = v2 + v3 + · · ·+ vm. (3.46)

其中每个 vi ∈ G(λi, T |U )，故

v = v1 + v2 + · · ·+ vm. (3.47)

根据广义特征向量的线性无关性，上式中除 v2 外均有 vi = 0，因此 u = 0, v = v2 ∈ G(λ2, T )，包含关系得
证.

综上，命题得证.
上面的定理非常重要，它表明借助推广后的广义特征空间，就可以恰好将 V 分解.从矩阵角度看，它给出了

一个比上三角化更强的结论——分块对角化.

定理 3.7 (分块对角化)

♥

设 T ∈ L(V )，specA = {λ1, · · · , λm}，则存在 V 的一组由 T 的广义特征向量构成的基，使得 T 在这组
基下的矩阵为分块对角矩阵，即

A =

Ü
A1

. . .
Am

ê
(3.48)

且其中每个 Ai 均为上三角矩阵，对角元全为 λi.

借助上面的定理，可以揭示几何重数与代数重数之间的美妙联系.上面的定理告诉我们，任何矩阵都可以相
似到分块对角矩阵，并且每个块都是以特征值为对角元的上三角阵，如果我们设 Ai ∈ Fni×ni，可以计算出特征
多项式

φA(λ) = (λ− λ1)
n1 · · · (λ− λm)nm (3.49)

如果与特征多项式的定义进行对比，可以发现 Ai 块的边长 ni 恰好是 λi 的代数重数.不止于此，上面分块
对角化的本质实际上是广义特征空间的分解，因此可以得到

ni = dimG(λi, T ). (3.50)

将几何重数与代数重数进行对比可得

命题 3.14

♠

设 T ∈ L(V )，specT = {λ1, · · · , λm}，设mi, ni 分别对应 λi 的几何、代数重数，则
λi 的几何重数对应特征空间的维数，即mi dimE(λi, T ).
λi 的代数重数对应广义特征空间的维数，即 ni dimE(λi, T ).

这也给出了另一种更简洁、不借助特征多项式定义代数重数的方法，特别在这种定义下，几何重数小于代
数重数是显然的.
在前面的定义中 G(λi, T ) = Ker (T − λI)n，利用代数重数可以简化为 G(λi, T ) = Ker (T − λI)ni，但这并

不代表 ni 就是使得链条终止的最小正整数.

3.3 矩阵的对角化
本节从 Schur三角化开始，侧重矩阵相似来讨论分块对角化.
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3.3 矩阵的对角化

3.3.1 分块对角化

许多内涵在上一节中已经讨论足够了，因此我们主要测重新的证明，所使用的方法还是“打洞”，首先证明
一个引理.

引理 3.1 (Sylvester定理)

♥

设 A ∈ Fm×m, B ∈ Fn×n，且 specA ∩ specB = ∅，则对任意 C ∈ Fm×n，矩阵方程

AX −XB = C (3.51)

有唯一解 X ∈ Fm×n.

该引理有两种证明方法，都从考虑线性算子出发，一种是常规讨论其单性与满性，另一种是直接写出该算
子在一组基下的矩阵，根据其特征值来判断（也是我个人偏爱的证法），这里只考虑前者.
证明 定义线性算子

T : Fm×n −→ Fm×n (3.52)

X 7−→ AX −XB, (3.53)

则原命题等价于证明 T 是双射，由于线性变换的单满等价，故只需证明 T 是单的.
若 AX = XB，则对任意 n ∈ N，都有 AnX = XBn，同理也有 φB(λ)(A)X = XφB(λ)(B) = 0.根据条件，

由于 specA ∩ specB = ∅，故 φB(A) 6= O，因此必有 X = 0，即 KerT = {0}，单性得证，命题得证.
下面证明矩阵的分块对角化定理.

定理 3.8

♥

设 A ∈ Fn×n，specA = {λ1, · · · , λd}，λi 对应代数重数为 ni，则即存在可逆矩阵 P ∈ GLn(F)，准对角
阵 T = diag(T11, · · · , Tdd)，满足

A = PTP−1. (3.54)

其中 Tii ∈ Fni×ni 为上三角阵，且对角元均为 λi.

证明 我们基于 Schur三角化得到的上三角阵讨论该定理.对 d归纳，当 d = 1时命题显然成立，设对 d ⩾ 2, d− 1

命题成立，考虑 d.设

T =

(
T11 C

0 T ′

)
, C =

Ä
T12 · · · T1d

ä
, (3.55)

根据 Sylvester定理，存在唯一 X，使得 T11X −XT ′ = C，则

T
s∼

(
I X

0 I

)(
T11 C

0 T ′

)(
I −X
0 I

)
=

(
T11 C − T11X +XT ′

0 T ′

)
=

(
T11 0

0 T ′

)
, (3.56)

根据归纳假设，有可逆阵 S，使得 ST ′S−1 = diag(T22, · · · , Tdd)，因此使用矩阵 diag(I, S)，可将 T 相似到
所需形式，命题得证.
我们证明了，并非所有的方阵都能对角化，但所有的方阵都能分块对角化，自然会有进一步的问题：附加哪

些条件，可以使得矩阵可对角化？下面简单介绍一个条件.

命题 3.15

♠

设 A ∈ Fn×n，specA = {λ1, · · · , λd}，则 A可对角化的充要条件是极小多项式 dA(λ)无重根，即

dA(λ) = (λ− λ1) · · · (λ− λd). (3.57)

证明 必要性显然，下面只证明必要性.设 dA(λ)无重根，并不妨设 A = diag(A1, · · · , Ad)，则

0 = dA(A) = diag(dA(A1), · · · , dA(Ad)), (3.58)
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3.3 矩阵的对角化

即对每个 Ai，都有

0 = dA(Ai) = (Ai − λiI)
∏
j ̸=i

(Ai − λjI) = (Ai − λiI)B (3.59)

由于 B 对角元都不为 0，故可逆，即得 Ai = λiI，这表明 A可对角化.
可对角化的讨论

3.3.2 对角化与交换性

抄 second course内容
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第 4章 Jordan标准型及其应用

本章延续前面的话题，讨论“相似标准型”问题的一个顶点：Jordan标准型理论，以及一些使用的例子（比
如线性微分方程组）.

首先延续上一章的讨论，下面从空间分解与矩阵相似型的路径给出 Jordan标准型.

4.1 广义特征空间的进一步分解
上一节已经得到了一个重要结果

V = G(λ1, T )⊕ · · · ⊕G(λm, T ) (4.1)

这已经是一个令人满意的结果，唯一美中不足的是，在我们看来每个 G(λi, T )仍然是一个“黑箱”.若希望
寻找更进一步的结论，则需要对每个广义子空间继续分解.这时我们的研究对象可以得到约化，即考虑在 V 上具
有唯一特征值 λ的线性变换（也称单谱算子）.

4.1.1 循环子空间

在许多代数结构中，都会涉及到生成的概念，比如由一个元素生成的群、理想等.对于线性空间也有类似的
考虑，借助 V 中一个向量以及 V 上的一个线性变换可以定义出这种生成空间，由于这种生成往往具有循环的特
性，因此也被称为循环子空间.

定义 4.1 (循环子空间)

♣

设 v ∈ V, T ∈ L(V )，则称 v生成的 T -循环子空间为

〈v〉T = Span(v, Tv, T 2v, · · · , T kv, · · · ). (4.2)

对于循环子空间，很容易验证下面的命题成立

命题 4.1

♠

设 v ∈ V, T ∈ L(V )，则
1. 〈v〉T 是 V 的子空间.
2. 〈v〉T 是 T -不变子空间.

可以看出 〈v〉T 中的向量形如

a0v + a1Tv + · · ·+ akT
kv = (a0 + a1T + · · ·+ akT

k)v (4.3)

这实际上等价于一个代入 T 的多项式作用在 v上的结果，因此可以证明

命题 4.2

♠

设 v ∈ V, T ∈ L(V )，则

〈v〉T = {f(T )v : f ∈ F[x]}. (4.4)

上面的操作在上一章中讨论极小多项式存在性时遇到过，因此很容易看出这里也可以定义与零化多项式、极
小多项式类似的概念.



4.1 广义特征空间的进一步分解

定义 4.2 (向量的极小多项式)

♣

设 v ∈ V, T ∈ L(V )，对于多项式 f ∈ F，若 f(T )v = 0，则称 f 为 v关于 T 的零化多项式；称次数最小
的首一零化多项式为 v关于 T 的极小多项式，记为 dT,v.

同样有极小多项式的名字，容易发现向量关于变换 T 的极小多项式与变换 T 的极小多项式有一定联系.

命题 4.3

♠
设 v ∈ V, T ∈ L(V )，则 dT,v|dT，并且对任意 v关于 T 的零化多项式 f，都有 dT,v|f .

易知，若 V 是有限维的，那么显然 〈v〉T 也是有限维的，并且

v, Tv, · · · , Tm−1v (4.5)

是 〈v〉T 的一组基，其中m = dim〈v〉T .由此也可得 deg dT,v = dim〈v〉T .
有了不变子空间的一组基，下一步自然会考虑算子 T 在其上的矩阵，则有

命题 4.4

♠

设 v ∈ V, T ∈ L(V )，dim〈v〉T = n，dT,v(λ) = λn+an−1λ
n−1+· · ·+a0.则 T

∣∣
⟨v⟩T
在基 v, Tv, T 2v, · · · , Tn−1v

下的矩阵为 

0 −a0
1 0 −a1

1
. . .

...
. . . 0 −an−2

1 −an−1


(4.6)

注可以看出，上面的矩阵仅与 dT,v 的各项系数有关，由此这样的矩阵可以对于任何首一多项式 f 定义，称为 f

的友矩阵.
反过来，如果计算友矩阵 A的特征多项式与极小多项式，可以发现 φA = dA = dT,v.

命题 4.5

♠
设 v ∈ V, T ∈ L(V )，并设 S = T

∣∣
⟨v⟩T
，则 φS(λ) = dS(λ) = dS,v(λ).

证明 计算可得 φS(λ) = dS,v(λ)，再根据 dS,v(λ)
∣∣dA (λ)

∣∣φS(λ)，得证.
特别的，如果限制映射 T

∣∣
⟨v⟩T
幂零，或者说 φT,v(λ) = λn，那么 T 的友矩阵恰好为

0

1 0

1
. . .
. . . 0

1 0


(4.7)

回到一开始的问题，考虑空间 V 以及幂零算子 T ∈ (V )，如果 V 可以分解为 T -循环子空间的直和，那么 T

在对应的一组基下的矩阵恰好是多个友矩阵的直和.在此基础上，对于一般的单谱算子 T ∈ L(V )，设特征值为
λ1，则 T = (T − λ1I) + λ1I，其中 T − λ1I 幂零，那么 T 在同样的基下的矩阵同样是许多矩阵的直和，通过改
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4.1 广义特征空间的进一步分解

变基的顺序，其中每个矩阵都有形式 â
λ 1

λ
. . .
. . . 1

λ

ì
(4.8)

这样的矩阵被称为一个 Jordan块.

定义 4.3 (Jordan块)

♣

定义具有如下形式的矩阵 Jm(λ) ∈ Fm×m 为一个 Jordan块

Jm(λ) =

â
λ 1

λ
. . .
. . . 1

λ

ì
(4.9)

其名称已经暗示，这与 Jordan标准型有关.

4.1.2 Jordan标准型

仿照一开始借助广义特征空间分解线性空间的过程，我们希望证明这样的引理

引理 4.1

♥

设 T ∈ L(V )为m次幂零变换，则
1. 则存在 v ∈ V，使得 dT,v(λ) = λm.
2. 在此基础上，存在 T -不变子空间 V1，满足

V = 〈v〉T ⊕ V1. (4.10)

证明
1. 根据指数的定义可知，Tm−1 6= O, Tm = O，因此存在 v ∈ KerTm\KerTm−1，使得Tm−1v 6= 0, Tmv = 0，
得证.

2.
因此根据上一节末的推理，可得如下定理.

定理 4.1

♥

设 T ∈ L(V )，则对任意广义特征空间 G(λ, T )，存在向量 v1, v2, · · · , vs ∈ G(λ, T )，使得

G(λ, T ) = 〈v1〉T ⊕ · · · ⊕ 〈vs〉T . (4.11)

命题 4.6

♠

设 N ∈ L(V )幂零，则存在向量，v1, · · · , vn ∈ V 和非负整数m1, · · · ,mn，使得

Nm1v1, · · · , Nv1, v1, · · · , Nmnv1, · · · , Nvn, vn, (4.12)

是 V 的一组基，并且

Nm1+1v1 = · · · = Nmn+1vn = 0. (4.13)

证明 对维数归纳，当 dimV = 1时，N 为零算子，取任意非零向量 v1满足条件.假设命题对所有维数小于 dimV

的空间成立，由于N 幂零，故不是满的，因此 ImN 为 V 的非零子空间，且维数严格小于 V，对限制算子N
∣∣
ImN
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4.1 广义特征空间的进一步分解

使用归纳假设，即存在向量 v1, · · · , vn ∈ ImN 以及非负整数m1, · · · ,mn 使得

Nm1v1, · · · , Nv1, v1, · · · , Nmnv1, · · · , Nvn, vn, (4.14)

是 ImN 的一组基，并且

Nm1+1v1 = · · · = Nmn+1vn = 0. (4.15)

由于 vj ∈ ImN，故对应每个 vj，存在 uj ∈ V 使得 vj = Nuj，上面的向量组中添加这些 uj 得到的向量组为

Nm1+1u1, · · · , Nu1, u1, · · · , Nmn+1u1, · · · , Nun, un, (4.16)

下面说明它们线性无关.假设它们有某个线性组合为 0，则对两边同时作用 N，则 Nmk+1uk 项被消去，剩
余项恰好为所取的 ImN 一组基，可知它们对应的系数全为 0.而对于被消去的

Nm1+1u1, · · · , Nmn+1un ⇐⇒ Nm1v1, · · · , Nmnvn (4.17)

可知它们也是线性无关的（部分基），故得证.
接下来将上面的无关组扩充为 V 的一组基

Nm1+1u1, · · · , Nu1, u1, · · · , Nmn+1u1, · · · , Nun, un, w1, · · · , wp, (4.18)

由于每个 Nwk ∈ ImN，因此存在 xk ∈ V，使得 Nxj = Nwj，设 un+j = wj − xj，可知 Nun+j = 0.并且
注意到 xj ∈ SpanNm1+1u1, · · · , Nu1, · · · , Nmn+1u1, · · · , Nun，故

Nm1+1u1, · · · , Nu1, u1, · · · , Nmn+1u1, · · · , Nun, un, un+1, · · · , un+p, (4.19)

同样是 V 的基（线性无关 +个数相同），这个基具有我们所要的形式.
注从上面的过程也可以看出，向量 v的个数为从 ImN 到 V 扩充的向量数，即

dimV − dim ImN = dimKerN, (4.20)

这恰好是 0特征的几何重数.
如果考虑在对应基下的矩阵，则立刻可以得到 Jordan标准型.

定理 4.2 (Jordan标准型)

♥

设 T ∈ L(V )，specT = {λ1, · · · , λm}，则存在 v11, · · · , v1k1
∈ G(λ1, T ); · · · ; vm1, · · · , vmkm

∈ G(λm, T )，
使得

V = G(λ1, T )⊕G(λ2, T )⊕ · · · ⊕G(λm, T ) (4.21)

= (〈v11〉T ⊕ · · · ⊕ 〈v1k1〉T )⊕ · · · ⊕ (〈vm1〉T ⊕ · · · ⊕ 〈vmkm〉T ) (4.22)

且 T 在基

Tn11−1v11, · · · , v11, · · · , Tn1k1
−1v1k1

· · · , v1k1
, (4.23)

· · · · · · (4.24)

Tnm1−1vm1, · · · , vm1, · · · , Tnmkm−1vmkm
, · · · , vmkm

. (4.25)

下的矩阵为

J = diag(Jn11(λ1), · · · , Jn1k1
(λ1), · · · , Jnm1(λm), · · · , Jnmkm

(λm)) (4.26)

其中

Jnij
(λi) =

â
λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi

ì
nij×nij

(4.27)

为一个 Jordan块，矩阵 J 称为 Jordan标准型.

39



4.1 广义特征空间的进一步分解

4.1.3 幂零上三角阵的进一步相似

根据上一章的讨论，不妨设 A = diag(A1, · · · , Ad)，其中 Ak 为以 λk 为对角元的上三角矩阵.因此只需考虑
每个块 Ai = λiI +A′

i，而

PAiP
−1 = P (λiI +A′

i)P
−1 = λiI + PA′

iP
−1, (4.28)

故可不妨设 λi = 0，上一节的讨论已经引出了 Jordan块与 Jordan标准型，因此这里仅通过打洞的方法证明
一下.

引理 4.2

♥

设 A ∈ Fn×n，且为幂零上三角阵（也即 φA = λn，A仅有特征值 0），则 A
s∼ J = diag(Jm1

, · · · , Jmt
)，

其中

Jmk
=

â
0 1

0
. . .
. . . 1

0

ì
k×k

(4.29)

证明 归纳证明，当 n = 1时命题显然成立，设对 n− 1阶的矩阵 A成立，也即不妨设

A =

â
Jm1

X1

. . .
...

Jmt
Xt

0

ì
(4.30)

记

Xi =

â
xi1

xi2

...
ximi

ì
, X ′

i =

â
0

xi1

...
ximi−1

ì
mi×1

, Yi =

â
0

0
...

ximi

ì
(4.31)

则

A
s∼

â
Im1

X ′
1

. . .
...

Imt
X ′

t

1

ìâ
Jm1

X1 − Jm1
X ′

1

. . .
...

Jmt
Xt − Jmt

X ′
t

0

ìâ
Im1

−X ′
1

. . .
...

Imt
−X ′

t

1

ì
(4.32)

=

â
Jm1 Y1

. . .
...

Jmt
Yt

0

ì
(4.33)

此时若每个 Yi 均为 0，则命题已然得证，故不妨设 Y1 6= 0，x1m1
= 1，再设

Λi =
Ä
0 ximi

Imi

ä
mi×m1

, i = 2, 3, · · · , t, (4.34)
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4.1 广义特征空间的进一步分解

则

A
s∼



Im1

−Λ2 Im2

...
. . .

−Λt Imt

1





Jm1
y1

Jm2
Y2

. . .
...

Jmt
Yt

0





Im1

Λ2 Im2

...
. . .

Λt Imt

0


(4.35)

=



Jm1
Y1

−Λ2Jm1 + Jm2Λ2 Jm2

...
. . .

−ΛtJm1
+ Jmt

Λt Jmt

0


=



Jm1
Y1

Jm2

. . .
Jmt

0


(4.36)

s∼



Jm1 Y1

0

Jm2

. . .
Jmt


=

â
J ′
m1

Jm2

. . .
Jmt

ì
(4.37)

故命题对 n阶矩阵也成立，原命题得证.
注

1. 上面不妨设 x1m1
= 1是类似于这样的相似过程(

1

a

)(
1 a

1

)(
1

1
a

)
=

(
1 1

1

)
, (4.38)

2. 第二步中，两个 J 矩阵分别将 Λ所有元素右移、上移，而这二者结果是一致的.
3. 最后一步交换过程如下Ü

Im1

1

I

êÜ
Jm1 Y1

J

0

êÜ
Im1

I

1

ê
=

Ü
Jm1 Y1

0

J

ê
(4.39)

通过对每个分块使用上面的引理，即可得到最终的 Jordan标准型.

定理 4.3 (Jordan标准型)

♥

设 A ∈ Fn×n，specA = {λ1, · · · , λd}为 A的所有相异特征值，则 A
s∼ J = diag(J1(λ1), · · · , Jd(λd))其中

Ji(λi) = diag(Jni1
(λi), · · · , Jni,ki

(λi)) (4.40)

Jniki
(λi) =

â
λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi

ì
niki

×niki

(4.41)

矩阵 J 称为 Jordan标准型.

事实上，这样的 Jordan标准型是唯一的，关于这一点需要更细致地刻画 Jordan型.
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4.1 广义特征空间的进一步分解

4.1.4 Weyr特征

本节通过引入Weyr特征来说明 Jordan型的唯一性.由于相似变换可以对换 Jordan块的顺序，因此我们讨论
的是在置换下的唯一性.

对于矩阵 A，若将其 Jordan型块按照特征值的不同进行分块，则 J 的唯一性实际上是每个 λ ∈ specA对应
分块的唯一性.而这样的分块中又有多个不同大小的 Jordan块，因此每个单谱矩阵（只有一个特征值的矩阵）的
唯一性实质上是指不同大小的 Jordan块数量上的唯一性.
比如考虑单谱零特征矩阵

J = diag(J3, J3, J2, J2, J2, J1), (4.42)

要说明 J 的唯一性，实质上是说明与 J 相似的 Jordan型 J ′ 同样含有 2个三阶 Jordan块、3个二阶 Jordan
块、1个 1阶 Jordan块.为此，我们首先要看到 Jordan阵本身具有的良好性质.
设 A为单谱的 Jordan型，特征值为 λ，则 A可以分解为

A = λI + J, (4.43)

其中 J 为单谱零特征矩阵.而这个单谱幂零矩阵，具有“平方降秩”的特性.
问题 4.1设

J =

à
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

í
, (4.44)

试对任意 p ∈ N，讨论 rkJp 的变化.
解计算得

J2 =

à
0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

í
, J3 =

à
0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

í
, J4 =

à
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

í
, (4.45)

因此

rkJp =

4− p 0 ⩽ p < 4,

0 p ⩾ 4.
(4.46)

此外，也可以看出 rkJp 随 p线性变化，即

rkJp−1 − rkJp =

1 1 ⩽ p ⩽ k,

0 p > k.
(4.47)

上面的性质并不是特例，更一般地，我们有

命题 4.7

♠

设 Jk ∈ Fk×k 为幂零 Jordan块，则

rkJp
k =

k − p 0 ⩽ p < k,

0 p ⩾ k.
(4.48)

rkJp−1
k − rkJp

k =

1 1 ⩽ p ⩽ k,

0 p > k.
(4.49)

可以看出，幂零 Jordan块的秩随幂增加而减小，并且当幂等于阶数后被零化，也就是说，幂零 Jordan块的
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4.1 广义特征空间的进一步分解

阶可以被其幂次的秩刻画.

推论 4.1

♥

1. 设 J 为幂零 Jordan块，则 J 的阶大于 p，当且仅当 rkJp−1 − rkJp = 1.
2. 设 J 为幂零 Jordan块，则 J 的阶等于 p，当且仅当 rkJp−1 − rkJp = 1且 rkJp − rkJp+1 = 0，也即

(rkJp−1 − rkJp)− (rkJp − rkJp+1) = 1.

证明 从已有结论来看，证明是显然的.
上面的结论是对局部的一个 Jordan块考虑的，将之应用到一般幂零 Jordan型的每个块上，可以得到

命题 4.8

♠

设 J ∈ Fn×n 为幂零 Jordan型，设

wp = rkJp−1 − rkJp, (4.50)

则其中阶至少为 p的 Jordan块的个数为 wp，阶恰好为 p的 Jordan块的个数为 wp − wp+1.

证明 设 J = diag(Jn1
, · · · , Jns

)，则

wp = rkJp−1 − rkJp (4.51)

=

s∑
i=1

(rkJp−1
ni
− rkJp

ni
) (4.52)

上式告诉我们，其中一个求和项为 1，当且仅当其对应的 Jordan块的阶至少为 p，因此上式可用于计数阶至少为
p的 Jordan块的个数，而阶恰好为 p的块的个数同理.

上面的命题给出了幂零 Jordan型唯一性的刻画，是时候回到一般情况了，我们首先根据上面的推理，定义
一般方阵 A的Weyr特征.

定义 4.4 (Weyr特征)

♣

设 A ∈ Fn×n，λ ∈ specA，令 q为 A− λI 的指数，则定义

wp(λ) := rk(A− λI)p−1 − rk(A− λI)p (4.53)

为 A的相伴于特征值 λ的Weyr特征.

由此，不难将前面的结论推广到一般形式.

定理 4.4 (Weyr)

♥

设 A ∈ Fn×n，λ ∈ specA，则 A的 Jordan块中相应于 λ的，大小为 p的 Jordan块的个数为

wp(λ)− wp+1(λ) (4.54)

其中 wp(λ)为 A的相伴于特征值 λ的Weyr特征.

证明 设 A
s∼ J = diag(Jn1

(λ1), J
′)，λ1 /∈ spec J ′，则

wp(λ1) = rk(A− λ1I)
p−1 − rk(A− λ1I)

p (4.55)

= rk(J − λ1I)
p−1 − rk(J − λ1I)

p (4.56)

= (rk(Jn1(λ1)− λ1I)
p−1 + rk(J ′ − λ1I)

p−1) (4.57)

− (rk(Jn1
(λ1)− λ1I)

p + rk(J ′ − λ1I)
p) (4.58)

= rkJp−1
n1
− rkJp

n1
, (4.59)

根据已有结论，可知命题对 λ1 成立，同理可知，命题对每个 λ ∈ specA成立.
注 事实上，Weyr 特征中的 λ 可以不局限于 A 的特征值，只是 λ /∈ specA 时它没有意义，只要注意到：若
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4.2 lambda矩阵

λ /∈ specA，则

rk(A− λI)p ≡ rk(A− λI) ∀p ∈ N. (4.60)

也就是说 wp(λ) ≡ 0，这可以理解为 A相应于 λ的 Jordan块个数为 0，同样表示 λ /∈ specA.
根据上面的讨论，可以得到我们的目标定理

定理 4.5

♥设 A ∈ Fn×n，则 A的 Jordan标准型在置换下是唯一的.

证明 只要注意到Wery特征是相似不变量即可.
最后再来讨论Weyr特征的其它性质.

命题 4.9

♠

设 A ∈ Fn×n，对应 Jordan型为 J，则关于Weyr特征，对任意 λi ∈ specA，有如下命题成立
1. 对给定 λ ∈ specA，{wp}为正项递减序列.
2. 设 qi 为 A− λiI 的指数，则 wqi > 0, wqi+1 = 0，且由此得 qi 为 J 中相应于 λi 的最大块的阶数.
3. w1(λi) = mi，mi 为 λi 对应的几何重数.
4. w1(λi)表示 J 中相应于 λi 的 Jordan块的个数.
5. 设 qi 为 A− λiI 的指数，则

∞∑
k=1

wk(λi) =

qi∑
k=1

wk(λi) = ni, (4.61)

ni 为 λi 对应的代数重数.
6. A的所有Weyr特征之和为 A的阶数 n.

证明
根据Weyr特征，也可以给出另一个看待相似的视角.

推论 4.2

♥设 A,B ∈ Fn×n，且 specA = specB，则 A
s∼ B 当且仅当 A,B 相应于相同特征值的Weyr特征相同.

4.2 lambda矩阵
这一部分讨论 λ矩阵（多项式矩阵），首先从一般环上的矩阵入手.

4.2.1 交换环上的矩阵环

设 R为交换环1，则自然引出交换环上的m× n阶矩阵

Rm×n = {(aij)m×n : aij ∈ R}. (4.62)

且

(aij)m×n = (bij)p×q ⇐⇒ m = p, n = q, aij = bij , ∀i, j. (4.63)

仿照过去主要研究的域 F上矩阵的性质，可以定义加法、数乘与乘法

1默认交换环含幺.
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4.2 lambda矩阵

定义 4.5

♣

设 R为交换环，Rm×n 为 R上的m× n矩阵集合，则定义运算

+ : Rm×n ×Rm×n −→ Rm×n (4.64)

(aij)m×n + (bij)m×n 7−→ (aij + bij)m×n (4.65)

· : R×Rm×n −→ Rm×n (4.66)

r(aij)m×n 7−→ (raij)m×n (4.67)

· : Rm×n ×Rn×p −→ Rm×p (4.68)

(aij)m×n · (bij)n×p 7−→ (cij)m×p (4.69)

其中 cij =
n∑

k=1

aikbkj .

矩阵乘法满足结合律（易验证）.同样地，可以定义 R上的零矩阵与单位阵，其中的“0，1”分别为 R中的
加法、乘法单位元，于是

命题 4.10

♠

设 R为交换环，则 (Rm×m,+)是一个阿贝尔群，(Rm×m, ·)是一个幺半群，并且 (Rm×m,+, )是一个交
换环.

由于 R为交换环，因此可以顺理成章定义其上的行列式.

定义 4.6

♣

设 R为交换环，定义

det : Rn×n −→ R (4.70)Ü
a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann

ê
7−→

∑
σ∈Sn

(−1)τ(σ)a1σ(1) · · · anσ(n). (4.71)

行列式也可看作是从 n个R中的列向量（或行向量）到R的映射，并且也是满足多重线性性，反对称性，规
范性的唯一函数，这些过去已经讨论过，在此不多赘述.有了行列式，也自然就有了 Laplace展开与 Binet-Cauchy
公式.

命题 4.11

♠

设 R为交换环，A ∈ Rn×n，1 ⩽ i1 < · · · < ir ⩽ n，则

detA =
∑

1⩽i1<···<ir⩽n

(−1)(i1+···+ir)+(j1+···+jr)A

Ç
i1, · · · , ir
j1, · · · , jr

å
A

Ç
î1, · · · , îr
ĵ1, · · · , ĵr

å
. (4.72)

命题 4.12

♠

设 R为交换环，A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p，1 ⩽ i1 < · · · < ir ⩽ m，1 ⩽ k1 < · · · < kr ⩽ p，则

(AB)

Ç
i1, · · · , ir
k1, · · · , kr

å
=

∑
1⩽j1<···<jr⩽n

A

Ç
i1, · · · , ir
j1, · · · , jr

å
B

Ç
j1, · · · , jr
k1, · · · , kr

å
. (4.73)

据此，可定义逆矩阵，并证明矩阵 A ∈ Rm×n可逆的充要条件是m = n且 detA为 R中的可逆元（单位）.
以及伴随矩阵 A∗（行列式伴随），且有

AA∗ = A∗A = diag(detA, · · · , detA) = (detA)In. (4.74)
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特别地，若 A可逆，则 A−1 = (detA)−1A∗.
由此，可以定义矩阵 A的秩为非零子式阶的最大值，只不过

A ∈ Fn×n可逆⇐⇒ rk(A) = n (4.75)

A ∈ Rn×n可逆 =⇒ rk(A) = n (4.76)

其本质在于环中非零元未必可逆.
接下来仿照 Fn×n 给出初等方阵的定义，

1. Pij 交换 In 的 i, j 两列.
2. Tij(a)将 In 的 j 行（i列）乘 a加到 i行（j 列）.
3. Di(a) In 的第 i行（i列）乘 a倍，a为 R中可逆元.
且易知 detPij = −1, detTij(a) = 1, detDi(a) = a.左乘初等阵等价于对矩阵作初等行变换，右乘初等阵等

价于作初等列变换.
例 4.1设 V/F，则 (L(V ),+, ◦)为一个环，取 A ∈ L(V )，则 R = F[A ]为由 A 生成的（交换）子环.
上面的例子在 Caylay-Hamilton定理的一种证法中，我们曾使用过.
准备工作与回顾到此为止，下面开始正题.

4.2.2 λ矩阵的定义

定义 4.7

♣

设 R = F[λ]为域 F上的多项式环，则定义其上矩阵（λ矩阵）为

A(λ) =

Ü
a11(λ) · · · a1n(λ)

...
. . .

...
am1(λ) · · · amn(λ)

ê
(4.77)

所有m× n阶 λ矩阵组成的集合为

F[λ]m×n = {(aij(λ))m×n : aij(λ) ∈ F[λ]}. (4.78)

值得注意的是，多项式环上的 λ矩阵，可与矩阵环上的多项式对应，即

F[λ]n×n ←→ Fn×n[λ] (4.79)

只不过，上面的性质只适用于方阵，否则 Fm×n不是一个矩阵环.这个有趣的性质我们在 Caylay-Hamilton定
理的一个证明中也使用过.
关于 λ矩阵的基本运算（加法、乘法等）在前面已经介绍过更一般的情况，因此可以直接从初等变换说起.

定义 4.8

♣

定义 F[λ]上的初等 λ阵为
1. Pij 交换 In 的 i, j 两列.
2. Tij(f(λ)) 将 In 的 j 行（i列）乘 f(λ)加到 i行（j 列）.
3. Di(a) In 的第 i行（i列）乘 a倍，a ∈ F×.

并且有 detPij = −1, detTij(f(λ)) = 1, detDi(a) = a.

按照学习数阵时的节奏，下一步是对 λ阵作初等变换，得到相对简单的形式.
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4.2.3 λ矩阵的相抵

定义 4.9

♣

设A(λ), B(λ) ∈ F[λ]m×n，则称A(λ)与B(λ)相抵，记作A(λ) ∼ B(λ)，若存在初等矩阵P1(λ), · · · , Ps(λ) ∈
GLm(F[λ]), Q1(λ), · · · , Qr(λ) ∈ GLn(F[λ])，使得

A(λ) = Ps(λ) · · ·P1(λ)B(λ)Q1(λ) · · ·Qr(λ). (4.80)

类比于数阵的相抵，易验证 λ矩阵的相抵也是一种等价关系.在数阵中，我们证明过任意矩阵都能通过相抵
变换变化为相抵标准型，对应于 λ矩阵，也有类似的结果，只不过并不那样简单如“1”.

定理 4.6

♥

设 A(λ) ∈ F[λ]m×n，r = rk(A(λ))，则

A(λ) ∼



d1(λ)

. . .
dr(λ)

0

. . .
0


(4.81)

其中 d1(λ), · · · , dr(λ)都为首一多项式，且

d1(λ)
∣∣d2(λ)∣∣ · · · ∣∣dr(λ). (4.82)

称为 A(λ)的不变因子.

证明 记

S = {B(λ) : B(λ) ∼ A(λ)}. (4.83)

任取 B(λ) ∈ S 满足
b11(λ) 6= 0且首一.
∀C(λ) ∈ S，c11(λ) = 0或 deg b11(λ) ⩽ deg c11(λ).
第一条很容易满足，而由于 11位置元素次数有限，故这样的B(λ)必然存在，下面断言：b11(λ)

∣∣bij(λ), ∀i, j.
1. b11(λ)

∣∣bi1(λ).
若不然，作带余除法 bi1(λ) = q(λ)b11(λ) + r(λ)，通过左乘 P1i(λ)T1i(−q(λ))，可得新的 B′(λ)，使得
deg b′11(λ) < deg b11(λ)，这与 B(λ)的选取矛盾.

2. b11(λ)
∣∣b1j(λ).

与上一条同理.
3. b11(λ)

∣∣bij(λ). (
b11(λ) b11(λ)q(λ)

bi1(λ) bij(λ)

)
∼

(
b11(λ) 0

bi1(λ) bij(λ)− q(λ)bi1(λ)

)
(4.84)

∼

(
b11(λ) 0

(1− q(λ))bi1(λ) + bij(λ)(λ) bij(λ)− q(λ)bi1(λ)

)
(4.85)

∼

(
b11(λ) 0

bij(λ) bij(λ)− q(λ)bi1(λ)

)
(4.86)

上面最后一步相抵到的矩阵 B′(λ)满足我们选取 B(λ)时的要求，故也满足已经证明的两条性质（11元素
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整除第一列的元素），即得

b′11(λ)
∣∣b′i1(λ)⇐⇒ b11(λ)

∣∣bij(λ) (4.87)

综上可知

B(λ) ∼

(
b11(λ) 0

b11(λ) ˜B(λ)

)
(4.88)

故根据归纳法可知，命题成立.
注上述过程中并未明确提及对首一的处理，事实上，有了最后的对角形式后首一是易得的.
根据上面的定理，再加上相抵 λ矩阵的行列式仅相差一个单位倍，因此可以得到以下推论.

命题 4.13

♠
A(λ) ∈ F[λ]n×n 可逆当且仅当 A(λ)能表示成若干初等方阵的乘积.

在这里顺便对前面提到的一个小结论举个例子

A ∈ Fn×n可逆⇐⇒ rk(A) = n (4.89)

A ∈ Rn×n可逆 =⇒ rk(A) = n (4.90)

例 4.2 (
1

1

)
6∼

(
1

λ

)
(4.91)

数阵的相抵标准型是唯一的，我们自然希望 λ阵相抵到的上面的形式也是唯一的，这就是下一步要研究的
事.

4.2.4 Smith标准型

为研究最后的标准型，首先需要关注相抵变换中的不变量.

定义 4.10

♣

设 A(λ) ∈ F[λ]m×n，定义 A(λ)的所有 k阶非 0子式的首一最大公约式为Dk(λ)，特别地，若 k阶子式全
为 0，则约定 Dk(λ) = 0.

命题 4.14

♠
设 A(λ) ∼ B(λ)，则 A(λ)与 B(λ)具有相同的行列式因子.

证明 根据 Binet-Cauchy公式，可得二者相互整除，命题得证.
可以看出，行列式因子确实是相抵不变量，由于我们已经证明了每个 λ矩阵都可以化为对角形式（这里忽

略该名词在非方阵的不适性），且对角元有整除的链式关系，因此可得对 A(λ)

Dk(λ) = d1(λ) · · · dk(λ)⇐⇒ dk(λ) =
Dk(λ)

Dk−1(λ)
. (4.92)

这里约定 D0(λ) = 1.
由此可以看出，我们求得的形式确实是唯一的标准型，我们概括为如下定理（下面为追求简便，将记号 diag

用在非方阵上）

定理 4.7 (Smith标准型)
设 A(λ) ∈ F[λ]m×n，r = rk(A(λ))，则 A(λ)相似于唯一的 Smith标准型

A(λ) ∼ diag(d1(λ), · · · , dr(λ), 0 · · · , 0), (4.93)
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♥

其中 dk(λ) =
Dk(λ)

Dk−1(λ)
（Dk(λ)为 A(λ)的 k阶行列式因子），均为都为首一多项式，且

d1(λ)
∣∣d2(λ)∣∣ · · · ∣∣dr(λ). (4.94)

每个 di(λ)称为 A(λ)的不变因子，而它们的全体称为 A(λ)的不变因子组.

接下来要做什么？回想一下，得到相抵标准型后，我们发现只要知道秩就可以直接得到矩阵的相抵标准型；
得到相似标准型（Jordan标准型）后，我们发现可以通过特征值、Weyr特征来直接得到相似标准型.

所以，下一步就是要研究如何通过尽可能少的条件，得到 λ矩阵的 Smith标准型.

定义 4.11 (多项式的初等因子组)

♣

设多项式 f(λ) ∈ F[λ]，且

f(λ) = a

s∏
k=1

pk(λ)
nk , (4.95)

其中 a ∈ F×, p1, · · · , ps 两两互素，n1 + · · ·+ ns = deg f，则称 pn1
1 , · · · , pns

s 为 f(λ)的初等因子组.

定义 4.12 (λ矩阵的初等因子组)

♣

设 A(λ) ∈ Fm×n，则 A(λ)的初等因子组定义为所有不变因子 d1(λ), · · · , dr(λ)的初等因子组的并（记重
数）.

将上面的内容汇总，可以得到如下定理

定理 4.8

♥

设 A(λ), B(λ) ∈ F[λ]m×n，则下述命题等价
1. A(λ) ∼ B(λ).
2. A(λ), B(λ)有相同的秩与行列式因子组.
3. A(λ), B(λ)有相同的秩与不变因子组.
4. A(λ), B(λ)有相同的秩与初等因子组.

证明 事实上，只需证明 4 =⇒ 3.
设 rk(A(λ)) = r，且其相异素因子个数为 s.下面我们将“1”也视为初等因子，即若 di(λ)不含因子 pk，则

记其有初等因子 p0k，事实上，添加这样的定义后的初等因子组，并不会产生矛盾，即原本相同的初等因子组不
会因添加这些“1”而变得不同，反之亦然.
在这样的定义下，可知 A(λ)的每个不变因子都有 s个初等因子.根据不变因子的整除关系，可知 A(λ)的初

等因子组有如下唯一的表示形式

pa11
1 , pa12

2 , · · · , pa2s
s (4.96)

pa21
1 , pa22

2 , · · · , pa2s
s (4.97)

· · · · · · · · · (4.98)

par1
1 , par2

2 , · · · , pars
s (4.99)

满足
1. r = rk(A).
2. aij ⩾ 0.
3. dr(λ) = pn1

1 · · · pns
s , nk > 0, pk 6= 1.

4. di(λ) = pai1
1 pai2

2 · · · pais
s ，也即第 i行为 di(λ)的初等因子组.

5. 数列 {ai·}单调递增，也即每列的幂次单调递增.
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到这里，可以看出对任意具有相同初等因子组的 A(λ), B(λ)，它们的初等因子组有如上的表示形式，并且
根据上述形式，每行都能唯一确定一个不变因子，即 A(λ), B(λ)具有相同的不变因子组，得证.
注上面的证明过程同时也给出了一种从初等因子组求 Smith标准型的算法：

1. 找出所有素因子（s个）.
2. 按列依次构建 r × s表，即对每个素因子，由含该素因子的初等因子的次数由高到低，由下至上标明次数.
3. 将每行相乘，得到 d1, · · · , dr.

例 4.3设矩阵 A(λ)秩为 3，初等因子组为

λ, λ+ 1, λ, λ− 4, (λ− 4)2, (4.100)

则可知 A(λ)的初等因子组

λ0, (λ+ 1)0, (λ− 4)0 → 1 (4.101)

λ1, (λ+ 1)0, (λ− 4)1 → λ(λ− 4) (4.102)

λ1, (λ+ 1)1, (λ− 4)2 → λ(λ+ 1)(λ− 4)2 (4.103)

即 A(λ)的相抵标准型为 diag(1, λ(λ− 4), λ(λ+ 1)(λ− 4)2)

上述命题说明，初等因子也是一种相抵不变量，并且很多时候，初等因子比行列式因子更好求得，由此通过
初等因子组得到矩阵要更方便.为了完善这一方法，给出如下命题

命题 4.15

♠

1. A(λ) = diag(f1(λ), · · · , fr(λ), 0, · · · , 0)的初等因子组为所有 fi(λ)的初等因子组的并.
2. 准对角阵 A(λ) = diag(A1(λ), · · · , As(λ))的初等因子组为所有 Ai(λ)的初等因子组的并.

证明
1. 若 f1|f2| · · · |fr，则这就是 Smith标准型，命题显然成立.若不然，不妨设 f1 ∤ f2，即 f1(λ) = g(λ)m1q1(λ),

f2(λ) = g(λ)m2q2(λ)，其中 (g, p1) = (g, p2) = 1，且m1 > m2 > 0，由于行列式因子相同与相抵等价，因
此有 (

f1(λ)

f2(λ)

)
=

(
g(λ)m1q1(λ)

g(λ)m2q2(λ)

)
(4.104)

∼

(
g(λ)m2q1(λ)

g(λ)m1q2(λ)

)
(4.105)

=

(
f ′
1(λ)

f ′
2(λ)

)
(4.106)

并且 f1, f2 初等因子组的并与新的 f ′
1, f

′
2 的初等因子组的并相同.因此，可以通过重复上述变换，将 A(λ)

相抵到 Smith标注型，且每一步都保证初等因子组的并不变，即命题得证.
2. Ai(λ) ∼ diag(di1(λ), · · · , diri(λ))，则利用 1中结论可知，命题得证.
接下来，我们把话题回到 Jordan标准型上，以这样的问题作为过渡

问题 4.2设 J(λ) = λI − J，其中 J = diag(A1, · · · , As)为 Jordan型矩阵，求 J(λ)的初等因子组.
解根据上面的理论，由于 J(λ)是准对角阵，故只需考虑每个 Jordan块的初等因子组，以A1 = diag(Jn11

(λ1), · · · , Jn1m1
(λ1))

为例（不妨设 n11 ⩽ · · · ⩽ n1m1
）.通过计算行列式因子，可得每个 Jn1k

不变因子为

d1(λ) = · · · = dn1k−1
(λ) = 1, dn1k

(λ) = (λ− λ1)
n1k (4.107)

因此其初等因子组为

(λ− λ1)
n11 , · · · , (λ− λ1)

n1m1 (4.108)

回到矩阵 J(λ)的情形，其初等因子组为每个 A的初等因子组的并

(λ− λ1)
n11 , · · · , (λ− λ1)

n1m1 (4.109)
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· · · · · · · · · (4.110)

(λ− λs)
ns1 , · · · , (λ− λs)

nsms (4.111)

可以发现，Jordan型矩阵的初等因子组就是其每个 Jordan块的特征多项式的集合（记重数），而初等因子组
是相抵不变量，因此每个矩阵 A的 Jordan型 J 的形式可由 λI −A的初等因子组确定.接下来要做的就是用 λ矩
阵研究方阵的相似标准型.

4.2.5 有理标准型

定义 4.13

♣
设 A ∈ Fn×n，则称 A(λ) = λI −A ∈ F[λ]n×n 为 A的特征方阵.

从形式来看，这里的“特征”方阵与过去接触的“特征”多项式很相似，事实上，根据定义，特征方阵 A(λ)

的行列式就是 A的特征多项式，并且，若 A
s∼ B，则显然有 A(λ) ∼ B(λ).反之，若两个 λ矩阵相抵，则二者都

具有同一个 Smith标准型，那么通过相同的 Smith标准型能否得到 A
s∼ B，这是接下来要考虑的问题.

引理 4.3

♥

设 V/F，dimV = n <∞，A ∈ L(V,F)，A为 A 在基M = (α1, · · · , αn)下的矩阵.设 A(λ)相抵于

D(λ) = diag(1, · · · , 1, fs+1(λ), · · · , fn(λ)), (4.112)

其中每个 fi(λ)为首一多项式，次数为 di ⩾ 1，则
1. V 可以分解为 n−s个循环子空间 〈βi〉A 的直和，其中每个 βi的极小多项式为 fi(λ)，且 dim〈βi〉A =

di.
2. 对每个 s+ 1 ⩽ i ⩽ n，Bi = (βi, · · · ,A di−1βi)是 〈βi〉A 的一组基，且 B =

⋃n
i=s+1 Bi 是 V 的一组

基，若设

fi(λ) = λdi + ai,di−1λ
di−1 + · · ·+ ai1λ+ ai0. (4.113)

则 A 在基 B 下的矩阵为 B′ = diag(Bs+1, · · · , Bn)，其中 Bi 为 fi(λ)对应的友方阵.

证明 设 A(λ) = λI −A，则有

(α1, · · · , αn)A(A ) = (0, · · · , 0). (4.114)

由于 A(λ) ∼ diag(1, · · · , 1, fs+1(λ), · · · , fn(λ))，故存在可逆 λ矩阵 P (λ), Q(λ)，使得

P (λ)A(λ)Q(λ) = diag(1, · · · , 1, fs+1(λ), · · · , fn(λ)). (4.115)

在等式两边取行列式

det(P (λ)) det(A(λ)) det(Q(λ)) = fs+1(λ) · · · fn(λ). (4.116)

由于 det(P (λ)) det(Q(λ)) ∈ F×，且 det(A(λ)) = φA(λ)，比较首项系数可知 det(P (λ)), det(Q(λ)) = 1，故

φA(λ) = fs+1(λ) · · · fn(λ). (4.117)

将 λ用 A 替换（交换环的代入同态），回到最开始的式子，有

(α1, · · · , αn)P (A )−1P (A )A(A )Q(A ) = (0, · · · , 0) (4.118)

=⇒ (β1, · · · , βn)diag(1, · · · , 1, fs+1(A ), · · · , fn(A )) = (0, · · · , 0) (4.119)

其中 (β1, · · · , βn)P (A ) = (α1, · · · , αn)，对比两边可以发现βi = 0, 1 ⩽ i ⩽ s

fi(A )βi = 0, s+ 1 ⩽ i ⩽ n
(4.120)
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即

V = Span(α1, · · · , αn) ⊂ 〈β1, · · · , βn〉A (4.121)

= 〈βs+1〉A + · · ·+ 〈βn〉A (4.122)

=⇒ V = 〈βs+1〉A + · · ·+ 〈βn〉A (4.123)

由于 di次多项式 fi(λ)零化 βi，故 dim〈β〉A ⩽ di，根据上面和的关系，可知必然取等（同时可知上面的和
实际上是直和），即 fi(λ)是 βi 的极小多项式，因此可以取基 Bi = (βi, · · · ,A di−1βi)，B =

⋃n
i=s+1 Bi 是 V 的

一组基，且 A 在这一组基下的矩阵为友方阵组成的准对角阵.
注 D(λ)的对角元中没有 0是由 det(λI −A) = φA (λ) 6= 0保证的.
事实上，如果

定理 4.9

♥

设 V/F，dimV = n <∞，A ∈ L(V,F)，A为 A 在基M = (α1, · · · , αn)下的矩阵.设 A(λ)的 Smith标
准型为

D(λ) = diag(1, · · · , 1, ds+1(λ), · · · , dn(λ)), (4.124)

其中每个 di(λ)为首一多项式，次数为 di ⩾ 1，则

1. V =
n⊕

i=s+1

Ui，其中 Ui = 〈βi〉A，di(λ) = dA ,βi
(λ).

2. A相似于矩阵 B = diag(Bs+1, · · · , Bn)，其中 Bi为友方阵，由 A唯一确定，B称为 A的有理标准
型.

上面的定理是引理的特殊情况.通过该定理可以发现，数阵的特征方阵唯一确定了有理标准型.作为上面定
理的推论，可以得到命题

命题 4.16

♠

设 A,B ∈ Fn×n，则

A
s∼ B ⇐⇒ λI −A ∼ λI −B. (4.125)

证明 只需证明”⇐”.

λI −A ∼ λI −B (4.126)

⇐⇒A(λ), B(λ)相抵于同一 Smith标准型 (4.127)

⇐⇒A(λ), B(λ)具有相同的不变因子 (4.128)

=⇒A,B具有相同的有理标准型 (4.129)

⇐⇒A
s∼ B. (4.130)

同样作为标准型，似乎 Jordan标准型要优于有理标准型，但是在前面讨论 Jordan标准型时，我们默认 F为
代数闭域（类比复数域 C），因此对一般的域上的矩阵，未必有 Jordan型，但必然有有理标准型.
关于矩阵的相似，有如下有趣的命题

命题 4.17

♠

设 A,B ∈ Fn×n，且数域K ⊃ F，则

A,B在 F上相似⇐⇒ A,B在 K上相似 (4.131)

特别地，如果考虑实数域与复数域，可得

A,B实相似⇐⇒ A,B复相似. (4.132)
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证明

A
s∼ B(F) (4.133)

⇐⇒A(λ) ∼ B(λ)(F) (4.134)

⇐⇒A(λ), B(λ)行列式因子相同(F) (4.135)

⇐⇒A(λ), B(λ)行列式因子相同(K) (4.136)

⇐⇒A(λ) ∼ B(λ)(K) (4.137)

⇐⇒A
s∼ B(K) (4.138)

注 F上的一组多项式的最大公因式与将它们看作扩域 K上的多项式的最大公因式相同（都通过有限次辗转相除
求出），从而中间行列式因子在不同域上等价.

最后以一个命题结尾，它带给了我们另一种看待特征多项式与极小多项式的视角.

命题 4.18

♠

设 V/F，A ∈ L(V )，A为 A 在某组基下的矩阵，设 A(λ) = λI −A的 Smith标准型为

diag(d1(λ), · · · , dn(λ)), (4.139)

其中 di(λ)为 A(λ)的不变因子，则
1. φA (λ) = d1(λ) · · · dn(λ)，dA (λ) = dn(λ).
2. φA (λ) = dA (λ)⇐⇒ V 为循环子空间.

证明
1. φA (λ) = Dn(λ) = d1(λ) · · · dn(λ).另一方面，由于 A

s∼ diag(A1, · · · , As)为 A的有理标准型，故每个 Ai

为 di(λ)的友方阵，因此

dA (λ) = lcm(d1(λ), · · · , dn(λ)) = dn(λ). (4.140)

2. φA = dA，等价于 A相似于友方阵，这是 A 在基

(β,A β, · · · ,A n−1β) (4.141)

下的矩阵，因此 V 为循环子空间.
注如果从 Smith标准型角度考虑，则 2等价于 A(λ)的 Smith标准型为

diag(1, 1, · · · , 1, dn(λ)), (4.142)

这等价于 A的有理标准型仅有一个友方阵分块，即 A为友方阵，V 为循环子空间.

4.3 实向量空间中的变换

4.3.1 复化与诸多不变

复化是将实向量空间嵌入复向量空间的过程，由此可以将二者联系起来.

定义 4.14 (实向量空间的复化)

♣

实向量空间 V 的复化记为 VC = V 2 = {(u, v) : u, v ∈ V/R} = {u+ iv : u, v ∈ V/R}，容易验证它在
1. 加法：(u1 + iv1) + (u2 + iv2) = (u1 + u2) + i(v1 + v2).
2. 数乘：(a+ bi)(u+ iv) = (au− bv) + i(av + bu).

下为复向量空间.

在后文中，除特别指出外，向量空间均视为实向量空间.

53



4.3 实向量空间中的变换

命题 4.19

♠

设 V 为实向量空间，VC 为其复化，若 v1, · · · , vn为 V 的一组基，则它也是 V C的一组基，并且 dimVC =

dimV (:= dimV/R).

证明 设 v1, · · · , vn为 V 的一组基，那么它们在 VC 中的张成组包含 v1, · · · , vn, iv1, · · · , ivn，由此 v1, · · · , vn能
够张成 VC；另一方面，设 a1v1 + · · ·+ anvn = 0，这里 ak ∈ C，则分别取实部与虚部可知

(Re a1)v1 + · · ·+ (Re an)vn = (Im a1)v1 + · · ·+ (Im an)vn = 0 (4.143)

但 v1, · · · , vn 在 V 中线性无关，由此 a1 = · · · = an = 0，得证.
除了空间的复化，线性变换也可以复化.

定义 4.15 (线性变换的复化)

♣

设 V 为实向量空间，T ∈ L(V )，则定义 T 的复化 TC ∈ L(VC)，使得

TC(u+ iv) = T (u) + iT (v). (4.144)

可以看出，复化并不是多么神秘的概念，只是将实线性变换嵌入到复线性空间中考虑罢了.

命题 4.20

♠
设 v1, · · · , vn 为 V 的一组基，T ∈ L(V )，则 T, TC 在这组基下的矩阵相同.

有了基本的定义，可以进一步讨论实变换的特征值理论.由于

(TC)
n(u+ iv) = Tnu+ iTnv, (4.145)

因此对任意 f ∈ R[x]，f(TC) = f(T )，由此可以得到两个推论

推论 4.3

♥
设 V 为实向量空间，T ∈ L(V )，则 dT (λ) = dTC

(λ)，即二者的极小多项式相同.

推论 4.4

♥
设 V 为实向量空间，T ∈ L(V )，λ ∈ R，则 λ ∈ specT 当且仅当 λ ∈ specTC .

命题 4.21

♠

设 V 为实向量空间，T ∈ L(V ), λ ∈ C, j ⩾ 0, u, v ∈ V，则

(TC − λI)j(u+ iv) = 0⇐⇒ (TC − λ̄I)j(u− iv) = 0 (4.146)

证明 只需归纳证明一个方面.j = 1时显然成立，假设对 j − 1成立，考虑 j 的情形，设

(TC − λI)j(u+ iv) = (TC − λI)j−1((TC − λI)(u+ iv)) = 0 (4.147)

记 λ = a+ bi，则

(TC − λI)(u+ iv) = (Tu− au+ bv) + i(Tv − av − bu) (4.148)

(TC − λ̄I)(u+ iv) = (Tu− au+ bv)− i(Tv − av − bu) (4.149)

根据 (TC − λI)j(u+ iv) = 0可知 Tu− au+ bv = Tv − av − bu = 0，因此 (TC − λ̄I)j(u− iv) = 0.

推论 4.5

♥

设 V 为实向量空间，T ∈ L(V )，则 λ ∈ C为 TC 的特征值当且仅当 λ̄是 TC 的特征值.进一步，二者作为
TC 特征值的重数相同.
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推论 4.6

♥
设 V 为实向量空间，T ∈ L(V )，则 φT (λ) = φTC

(λ).

由此可知，实线性变换的特征多项式为实系数多项式，次数也为 dimV，并且特征值恰好为 φT 的实根.在
此基础上也容易验证 Caylay-Hamilton定理成立.

由于实化变换的特征值成对出现，这体现在多项式上就有

(x− λ)(x− λ̄) = x2 − 2Re (λ) + |λ|2 ∈ R[x] (4.150)

这实际上说明了实向量空间的一个重要特点：最小的不变子空间未必是一维的，有可能是二维的.
例 4.4设 V 为实向量空间，T ∈ L(V )，TC(u+ iv) = (a+ ib)(u+ iv)，则对比实部与虚部可知

T (u, v) = (au− bv, av + bu) = (u, v)

(
a b

−b a

)
(4.151)

因此W = Span(u, v)是 T -不变子空间，并且在W 中不存在维数更小的不变子空间.这相应到 TC 实际上是
E(a+ bi, TC)⊕ E(a− bi, TC) = Span(u+ iv, u− iv) = Span(u, v).

下面讨论实方阵的实相似，并给出两种实相似标准型.

4.3.2 实相似

在 λ矩阵部分已经证明过如下结论，这里采用另一种方法也可以得到：实方阵实相似当且仅当其复相似.

命题 4.22

♠
设 A,B ∈ Rn×n，则 A ∼ B(C)当且仅当 A ∼ B(R).

证明 设 AP = PB，P = P1 + iP2，P1, P2 ∈ Rn×n，则有 AP1 = P1B,AP2 = P2B，进一步对任意 x ∈ R，都有

A(P1 + xP2) = (P1 + xP2)B (4.152)

设 f(x) = det(P1 + xP2) ∈ R[x]，则必然存在 x0 使得 f(x0) 6= 0（因为将 f 在 C[x]中考虑时，有 f(i) 6= 0，
故 f 不是零多项式，因此零点仅有限个），因此有 A = (P1 + xP2)B(P1 + xP2)

−1，得证.
下面讨论一个重要问题：实相似标准型.前文的内容给出了一种复相似标准型——Jordan型，实方阵往往不

具有这样简洁的标准型，但可以得到与 Jordan型类似的结论，首先考虑下例.
例 4.5设 z = a+ bi ∈ C，a, b ∈ R, b 6= 0，考虑与

A =

(
z

z̄

)
=

(
a+ bi

a− bi

)
(4.153)

相似的实方阵.

4.4 一些例子

命题 4.23

♠

任意 A ∈ Cn×n都可以分解为 A = B +C，其中 B可对角化，C 幂零，BC = CB，进一步地，这种分解
是唯一的.

证明 不妨设 A为 Jordan标准型，则令 B = diag(λ1In1
, · · · , λsIns

)，显然 B 可对角化（事实上这就是对角阵），
C 幂零，且计算可知 BC = CB（二者都是分块对角阵，因此只需计算每个分块，而根据单位阵的可交换性易知
每个分块都是可交换的），因此只需要证明唯一性.设 A = B + C = B′ + C ′，B,C 如上构造，则

A−B = C = (B′ −B) + C ′ (4.154)
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由于 A−B = C 仅有零特征值，因此其幂零，而 B′, C ′可交换，A = B′ +C ′，因此 A,B′, C ′两两可交换，
进而A−B = C与C ′可交换且均幂零，这说明B′−B = C−C ′幂零（设Cm = C ′n = 0，则 (C−C ′)m+n = 0），
但 B′ −B可对角化，因此存在可逆阵 Q使得 Q(B −B′)Q−1 = 0，即 B′ = B，易得 C ′ = C，故这种分解是唯
一的.

推论 4.7

♥

任意 A ∈ Cn×n 可逆都能分解为 A = BC，其中 B 可对角化，C 特征值均为 1，BC = CB，进一步地，
这种分解是唯一的.

证明 由上一条命题可知A = B+C，并且由A可逆能推出B可逆，即有A = B+C = B(I+B−1C)，这里B可
对角化，B, I +B−1C 可交换并且 B−1C 幂零，即 I +B−1C 特征值均为 1，由 B,C 的唯一性可知 B, I +B−1C

也是唯一的，命题得证.
关于上面的加法分解，还有一个更强的版本.

命题 4.24

♠

设 A ∈ Cn×n，则存在 fS , fN ∈ C[x]，使得 A = fS(A) + fN (A)，并且 fS(A)可对角化，fN (A)幂零，并
且这种分解是唯一的.

证明 不妨设 A = diag(A1, · · · , As)为 Jordan型矩阵，其中每个分块依次为相应于互异特征值 λ1, · · · , λs 的所
有 Jordan块，设 A1, · · · , As的极小多项式分别为 d1, · · · , ds，这 s个多项式两两互素，根据中国剩余定理，存在
fS ∈ C[x]，使得 fS(λ) ≡ λiλ(mod di(λ))，因此

fS(A) = diag(fS(A1), · · · , fS(As)) (4.155)

= diag(λ1In1 , · · · , λsIns) (4.156)

即 fS(A)可对角化，并且取 fN (λ) = λ − fS(λ)，可知 fN (A)为幂零矩阵，而唯一性的证明方法是相同的
（或者利用中国剩余定理构造的唯一性直接得到）.

命题 4.25

♠
设 T ∈ L(V )，则存在 β ∈ V 使得 dT,β(λ) = dT (λ).

定理 4.10

♥
设 T ∈ L(V )，则 V 可以写作 T -循环子空间的直和.

证明 根据引理，存在 α ∈ V 使得 dT,α(λ) = dT (λ)，设 U0 = 〈α〉T = F[T ](α)，并且令

S = {U ⩽ V : T (U) ⊂ U,U ∩ U0 = {0}}, (4.157)

取 S 中极大元 U1，令W = U1 ⊕U0，只需证明W = V（根据定义，这里的直和是显然的）.下面采用反证
法，尝试构造出更大的 U1 ⊋ U ∈ S，推出矛盾.

若不然，任取 β ∈ V \W，存在多项式 f ∈ F[x]使得 f(T )(β) ∈W（否则可知

〈β〉T ∩ U0 ⊂ 〈β〉T ∩W = {0}, U1 < U1 ⊕ 〈β〉T (4.158)

这与 U1的极大性矛盾），令 d̃为满足上述条件的次数最小的首一多项式，则显然 d̃(λ)
∣∣f(λ)，特别地，由于

dT (T )(β) = 0 ∈ U0，因此 d̃(λ)
∣∣dT (λ)，故设 dT (λ) = d̃(λ)p(λ).

由于 d̃(T )(β) ∈W，因此存在唯一的 u1 ∈ U1, u0 ∈ U0 = 〈α〉T，使得

d̃(T )(β) = u1 + u0 = u1 + g(T )(α), (4.159)

两边同时作用 p(T )，可得

0 = p(T )u1︸ ︷︷ ︸
∈U1

+ p(T )g(T )(α)︸ ︷︷ ︸
∈U0

(4.160)
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因此 p(T )g(T )(α) = 0（直和），这说明 dT = dT,α

∣∣p(λ)g(λ)，即 d̃p
∣∣pg，d̃

∣∣g，再令 g(λ) = d̃(λ)q(λ)，以及
（β1 删去了 β 中的 U0 部分）

β1 = β − q(T )(α), (4.161)

则

d̃(T )(β1) = d̃(T )(β)− d̃(T )q(T )(α) = d̃(T )(β)− g(T )(α) = u1 ∈ U1, (4.162)

令

U2 = U1 + 〈β1〉T = U1 + F[T ](β1) (4.163)

则 U2 ⊆ U1（否则 β1 ∈W 导致 β ∈W，矛盾），再证明 U2 ∩ U0 = {0}，对任意 u ∈ U2 ∩ U0，设

u = v1 + h(T )(β1) ∈ U2 (v1 ∈ U1) (4.164)

由于 u ∈ U0，因此 h(T )(β1) = u− v1 ∈ U0 ⊕ U1 = W，同时有

h(T )(β) = h(T )(β1) + h(T )q(T )(α) ∈W (4.165)

这说明 d̃
∣∣h，即 h(T )(β1) ∈ U1，上面的结果说明 u ∈ U1 ∩ U0 ∩ U2，因此 u = 0.

可以看出，U2 ∈ S，并且 U2 ⊊ U1，这与 U1 的极大性矛盾，因此不存在 0 6= v ∈ V \W，也即 V = W，得
证.
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第 5章 内积空间

本节讨论线性空间上定义了内积之后的结构：内积空间.主要分为实内积空间和复内积空间.我们首先讨论
内积空间的一般理论，然后讨论 Euclid空间与酉空间中的独特理论.

本章中，若无特殊说明，F均表示 R或 C.

5.1 内积空间

5.1.1 内积与范数

在向量空间定义内积，可以将其变成内积空间.

定义 5.1 (内积)

♣

称 V/F上的二元函数 〈·, ·〉 : V 2 → F为内积，若满足
1. 正定性：对任意 v ∈ V : 〈v, v〉 ⩾ 0，取等当且仅当 v = 0.
2. 第一个位置的线性：对任意 u1, u2, v ∈ V, a, b ∈ F : 〈au1 + bu2, v〉 = a〈u1, v〉+ b〈u2, v〉.
3. 共轭对称性：对任意 u, v ∈ V : 〈u, v〉 = 〈v, u〉.

由共轭对称性与第一个位置的线性可以推出第二个位置的共轭线性，特别当 F = R时，由于实数的共轭仍
然为自身，此时内积变为对称双线性函数，称为实内积.有了内积，就可以给出内积空间的定义.

定义 5.2 (内积空间)

♣称带有内积的向量空间为内积空间.

内积会自然诱导出范数，范数是内积空间中衡量“距离”的一个指标，它是一个满足三条定义的函数.

定义 5.3 (范数)

♣

称线性空间 V 上的函数 || · || : V → R⩾0 为范数，若其满足
1. 正定性：对任意 v ∈ V : ||v|| ⩾ 0，取等当且仅当 v = 0.
2. 齐次性：对任意 c ∈ F, v ∈ V : ||cv|| = |c| ||v||.
3. 三角不等式：对任意 u, v ∈ V : ||u+ v|| ⩽ ||u||+ ||v||.

注由于范数的齐次性蕴含正定性，因此上面定义中的正定性可改为非负性，不过为了方便以及与内积的定义对
比，故直接写为正定性.

内积可以自然诱导出范数，即范数 ||v|| =
√
〈v, v〉，容易验证这确实是一个范数，在此只证其三角不等式.

命题 5.1 (三角不等式)

♠

设 V/F为内积空间，|| · ||为内积诱导的范数，则对任意 x, y ∈ V

||x+ y|| ⩽ ||x||+ ||y||. (5.1)

证明

||u+ v||2 = ||u||2 + ||v||2 + 2Re 〈u, v〉 (5.2)

⩽ ||u||2 + ||v||2 + 2|〈u, v〉| (5.3)

⩽ ||u||2 + ||v||2 + 2||u|| ||v|| (5.4)

= (||u|+ ||v||)2 (5.5)



5.1 内积空间

得证，同时可知等号成立当且仅当 u,v共线且同向.
举个例子，对于 V = Fn 的情形，可以定义出我们熟悉的 Euclid内积与 Euclid范数.

定义 5.4 (Euclid内积/范数)

♣

设 V = Fn 为 F向量空间，则对于 x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) ∈ V，定义 Euclid内积为

〈x, y〉 =
n∑

k=1

xkyk (5.6)

由之诱导的 Euclid范数为

||x|| =

Ã
n∑

k=1

|xk|2 (5.7)

通常也使用 | · |代替 || · ||表示欧式范数.
定义内积之后，就可以讨论一个重要概念：正交性.如果从 R2,R3 的几何直观来看，正交代表直角、垂直，

而更广义的正交实际上也是这种不相干性、无关性的推广，后面我们会证明，正交性与勾股定理的联系.

定义 5.5 (正交性)

♣
称内积空间 V 中两个 u, v正交，若 〈u, v〉 = 0，记为 u ⊥ v.

利用内积的共轭线性性可知，若 u与 v正交，则 v与 u正交，这表明在正交性的叙述中向量的次序无关紧
要；并且 0与任何向量正交，同时也是唯一与任何向量都正交的向量（根据内积的正定性，0也是 V 中唯一与
自身正交的向量）.类比几何中的勾股定理，内积空间中对于正交向量也存在类似的结论，可以看作勾股定理的
抽象推广.

定理 5.1 (勾股定理)

♥
对任意正交的 x, y ∈ V，都有 ||x+ y||2 = ||x||2 + ||y||2.

证明 正交性告诉我们 〈x, y〉 = 〈y, x〉 = 0，因此直接计算可得

||x+ y||2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉 = ||x||2 + ||y||2. (5.8)

注如果条件改为 k个两两正交的向量 x1, · · · , xk，则使用相同的方法可以得到进一步的勾股定理.
从上面的命题可以看出，如果一个向量可以分解为相互正交的向量之和，那么计算其范数只需要单独考虑

各个分量.如果考虑两个非零向量 u, v，则可以将向量 u分解为沿向量 v 6= 0方向以及与 v正交的方向上的向量
之和，这称为正交分解.如果在 R2,R3中，正交分解具有非常明显的几何直观，我们总可以作垂线来构造这样的
分解.

命题 5.2 (正交分解)

♠

设 u, v ∈ V/F, v 6= 0，则存在 c ∈ F, w ⊥ v使得

u = cv + w (5.9)

这称为 u在 v方向上的正交分解，其中 w ⊥ v.

证明 最直接的证明方法就是构造出满足条件的 c, w，再来证明唯一性.假设存在这样的分解，那么必有

〈u, v〉 = 〈cv + w, v〉 = c||v||2, (5.10)

反过来 c = 〈u, v〉/||v||2，w = v − cu，则显然 〈w, v〉 = 〈v, v〉 − c〈u, v〉 = 0，即 w ⊥ v.再来证明唯一性，假
设 u = c1v+w1 = c2v+w2，则 (c1 − c2)v = w2 −w1，两边同时与 v做内积，可知 c1 = c2，继而得到 w1 = w2，
唯一性得证.

正交分解有很大用处，在后面的正交基、最优化等内容中都有体现，不过在此，我们可以借助正交分解很容
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5.1 内积空间

易证明内积空间中的 Cauchy-Schwarz不等式.

命题 5.3 (Cauchy-Schwarz不等式)

♠
设 V/F为内积空间，|| · ||为内积诱导的范数，则对任意 x, y ∈ V 都有 |〈x, y〉| ⩽ ||x|| ||y||.

证明 当 y = 0时，显然成立，若不然，则令

x =
〈x, y〉
||y||2

y + z (5.11)

两边同时与 y做内积可知 z ⊥ y，因此

||x||2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣ 〈x, y〉||y||2
y

∣∣∣∣∣∣∣∣2 + ||z||2 (5.12)

=
|〈x, y〉|2

||y||2
+ ||z||2 (5.13)

⩾ |〈x, y〉|
2

||y||2
(5.14)

移项得证，同时可知等号成立当且仅当 u, v共线.
例 5.1 Cauchy-Schwarz不等式在具体例子中有许多不同的形式：

1. 对于任意 x1, · · · , xn, y1, · · · , yn ∈ R，有(
n∑

k=1

xkyk

)2

⩽
(

n∑
k=1

x2
k

)(
n∑

k=1

y2k

)
. (5.15)

2. 对于闭区间 [a, b]上的 Riemann可积函数 f, g，有Ç∫ b

a

f(x)g(x)dx

å2

⩽
Ç∫ b

a

f2(x)dx

åÇ∫ b

a

g2(x)dx

å
. (5.16)

5.1.2 正交基与正交化

基是研究线性空间的神器，因此本节我们通过讨论内积空间中的一组特殊的基：正交基来进一步揭示内积
空间的结构，为简单起见，无特殊说明的情况下本节讨论空间都是有限维线性空间.
在上一节中，我们看到了正交向量的良好性质，特别是正交分解.由于有限维线性空间中的任何向量都可以

唯一表示为基的线性组合（也可以理解为分解到这些向量的方向上），线性无关性本身包含了“无关性”，若要
进一步得到正交意义下的无关性则自然希望寻找一组基，其中向量两两正交，这样就能将每个向量分解到相互
正交的方向上，进而简化内积意义下许多问题的讨论.在讨论之前，作为猜测合理性的保证，可以证明

命题 5.4

♠设非 0向量组 v1, · · · , vm ∈ V 两两正交，则它们线性无关.

证明 设 0 =
m∑

k=1

akvk，则对等式两边分别与 v1, · · · , vm 作内积，可得 a1 = · · · = am = 0，得证.

对于一个正交的向量组，可称之为正交组.上面的命题表明正交组一定是无关组，而一定数量的无关组就是
张成组，因此一定数量的正交组就是张成组，即一组基，这样的基就是正交基.

定义 5.6 (正交基)

♣

设 V/F为有限维内积空间，若 V 的一组基 B中向量两两正交，则称 B为 V 的一组正交基，特别地，若
任意 v ∈ B 都有 ||v|| = 1，则称其为标准正交基（或规范正交基）.

虽然定义了正交基，但我们还没有证明正交基的存在性，下面我们给出一个非常美妙的定理，但定理的证
明过程依赖一个由无关组构造正交组的过程（算法），称为 Gram-Schmidt过程.

60



5.1 内积空间

定理 5.2 (Gram-Schmidt过程)

♥

设 v1, · · · , vm 为 V 中的一个线性无关组，设 e1 = v1/||v1||，对于 j = 2, · · · ,m定义

ej =
vj − 〈vj , e1〉e1 − · · · − 〈vj , ej−1〉ej−1

||vj − 〈vj , e1〉e1 − · · · − 〈vj , ej−1〉ej−1||
(5.17)

则 e1, · · · , em 是 V 中的标准正交组，并且对任意 j = 1, · · · ,m都有

Span(v1, · · · , vj) = Span(e1, · · · , ej). (5.18)

证明
对 V 中一组基进行 Gram-Schmidt过程，即可得到 V 的一个基，因此有如下美妙的定理.

定理 5.3

♥任何有限维内积空间 V 都存在标准正交基.

对于正交基，可以仿照勾股定理得到如下结论，它们在 Fourier分析中使用更广泛.

定理 5.4 (Parseval等式)

♥

设 e1, · · · , en 为 V 中一组标准正交基，则对任意 v, w ∈ V 都有

〈v, w〉 =
n∑

k=1

〈v, ek〉〈ek, w〉. (5.19)

特别的，当 v = w时，上面的等式可以看作勾股定理的抽象推广.

定理 5.5 (Bessel不等式)

♥

设 u1, · · · , um 为 V 中一组标准正交组，则对任意 v ∈ V 都有

||v||2 ⩾
m∑

k=1

|〈v, ui〉|2. (5.20)

等号成立当且仅当 u1, · · · , um 恰好为一组正交基.

最后讨论一个关于线性泛函的问题.内积具有 Hermite对称性，但若固定第二个位置上的向量，那么它就变
成了一个线性泛函，更精妙的是下面的结论，它表明借助与某一个向量的内积 〈−, u〉可以表示任意线性泛函.

定理 5.6 (Riesz表示定理)

♥
设 V 为有限维内积空间，φ ∈ V ∗，则存在唯一的向量 u ∈ V，使得对任意 v ∈ V 都有 φ(v) = 〈v, u〉.

证明 首先证明存在性，设 e1, · · · , en 为 V 的标准正交基，则对任意 v ∈ V 都有

φ(v) = φ

(
n∑

k=1

〈v, ek〉ek

)
(5.21)

=

n∑
k=1

〈v, ek〉φ(ek) (5.22)

=

〈
v,

n∑
k=1

φ(ek)ek

〉
(5.23)

= 〈v, u〉 (5.24)

再证明唯一性，若存在 u1, u2满足条件，则对任意 v ∈ V 都有 φ(v) = 〈v, u1〉 = 〈v, u2〉，因此 〈v, u1−u2〉 = 0，
这表明 u1 = u2，得证.
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5.1.3 正交矩阵与正交对角化

内积空间给相似也带来了新的生命.我们在过去总讨论一般基之间的变换，如果考虑两组标准正交基之间的
变换，比如二者的过渡矩阵，可以得到许多有趣的结果.设 (u1, · · · , un) = (v1, · · · , vn)A，其中 u, v均为标准正

交基，由于 um =
n∑

k=1

akmvk，因此根据正交性可知

n∑
k=1

|akm|2 = 1, · · · ,
n∑

k=1

akmakp = 0 (5.25)

如果设 A = (α1, · · · , αn)，则上面的结果表明 α1, · · · , αn是 Fn×1中的一个正交基，这种矩阵就被称为正交
矩阵.借助共轭转置可以更好描述这种关系Ü

α∗
1

...
α∗
n

ê
(α1, · · · , αn) = In (5.26)

借此给出正交矩阵的定义.

定义 5.7 (正交矩阵)

♣设 P ∈ Fn×n，若 P ∗P = In，则称 P 为正交矩阵.

正交矩阵有许多很好的，容易验证的性质.

命题 5.5

♠

设 P ∈ Fn×n 为正交阵，则
1. P 可逆，并且 P−1 = P ∗.
2. PP ∗ = In.
3. 对任意 x ∈ Fn×1，都有 ||Px|| = ||x||.

上一节中的 Gram-Schmidt过程也有一个矩阵结果，如果将 Fn×1/F中的一组基 (α1, · · · , αn)标准正交化为
(e1, · · · , en)，则显然二者之间的过渡矩阵为一个上三角阵，这说明每个可逆矩阵都可以化为一个正交阵与一个
上三角阵的乘积，即

定理 5.7 (QR分解)

♥

设 A ∈ Fn×n可逆，则存在正交矩阵 Q ∈ Fn×n，上三角矩阵 R ∈ Fn×n，使得 A = QR，并且这种分解是
唯一的.

正交阵的良好性质使得其在相似理论中有一席之地.

定义 5.8 (正交相似)

♣设 A,B ∈ Fn×n，若存在正交阵 P ∈ Fn×n 使得 A = PBP−1PBP ∗ =，则称 A,B 正交相似.

利用正交相似，可以得到真正的 Schur三角化定理（将相似加强为正交相似）.

定理 5.8 (Schur三角化)
设 A ∈ Fn×n，则存在正交阵 P，使得 A = PTP ∗，其中 T 为上三角矩阵. 更准确来说，设 A的可重特征
值为 λ1, · · · , λn，则 T 的对角元为 λ1, · · · , λn.特别地，如果将相同特征值排列在一起（设有 d个相异特
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5.1 内积空间

♥

征值），则

T =

â
T11 T12 · · · T1d

0 T22 · · · T2d

...
...

. . .
...

0 0 · · · Tdd

ì
(5.27)

其中 Tii ∈ Fni×ni 均为上三角矩阵，且对角元为（重新排列后的）λi，ni 为对应的代数重数.

5.1.4 正交变换

在内积空间中有一种特殊的线性变换，它保持内积不变，即对于任意 v1, v2 ∈ V，都有 〈S(v1), S(v2)〉 =

〈v1, v2〉，取 v1 = v2，则可得 ||S(v)|| = ||v||，反过来借助极化恒等式可知等距与保内积是等价的.

命题 5.6 (极化恒等式)

♠

设 V 为内积空间，则对于任意 u, v ∈ V

1. 若为实内积空间，则

〈u, v〉 = 1

4
(||u+ v||2 − ||u− v||2). (5.28)

2. 若为复内积空间，则

〈u, v〉 = 1

4
(||u+ v||2 − ||u− v||2 + i||u+ iv||2 − i||x− iy||2). (5.29)

由此定义等距变换

定义 5.9 (等距变换/正交变换)

♣
设 S ∈ L(V )，若对任意 v ∈ V 都有 ||S(v)|| = ||v||，则称 S 是一个等距变换/正交变换.

等距变换最典型的例子就是旋转变换与反射变换，由此也可以看出，等距变换不会对向量进行拉伸或压缩，
也就是说 S(v) = 0当且仅当 v = 0，这一方面表明等距变换必然是可逆的，另一方面从特征值角度考虑，这说
明等距变换的特征值的模长均为 1.

命题 5.7

♠
设 S ∈ L(V )为等距变换，则 specS ⊂ {|λ| = 1 : λ ∈ F}.

另外，等距变换的保内积性使得它在一组标准正交基下的像仍然是一组标准正交基，这种观察给出了等距
变换与正交矩阵之间的联系，因此等距变换也被称为正交变换.

定理 5.9

♥
设 S ∈ L(V )为等距变换，则它在任一标准正交基下的矩阵为正交阵.

因此前面对于正交变换特征值的讨论同样适用于正交阵.
此时还有一个问题：既然通过取特殊的基可以简化映射的矩阵，那么能否选取特殊的正交基简化正交变换

的矩阵？这个问题在实内积空间与复内积空间上有不同的答案，因此留到下一部分讨论.

5.1.5 正交补与正交投影

借助正交的概念，可以定义一种具有更好性质的补空间：正交补.
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定义 5.10 (正交补)
♣

与补空间不同，容易验证正交补是唯一的，在此基础上有许多良好的性质.

命题 5.8
♠

正交补、各种维数、正交投影

5.1.6 极小化问题

下面讨论一些舒适的例子，这是内积、范数、正交等性质的重要应用之一.
正弦函数的逼近，最小二乘法

5.1.7 伴随变换

定义 5.11 (伴随变换)

♣

设 T ∈ L(V,W )，则定义 T 的伴随映射 T ∗ ∈ L(W,V )，对任意 v ∈ V,w ∈W 有

〈T (v), w〉 = 〈v, T ∗(w)〉. (5.30)

注上标 *的记号在线性代数中共有三处用到：行列式中的伴随矩阵、伴随变换与伴随矩阵、对偶空间，其中第
一个用到较少，后两个明显可以区分，因此通常不会矛盾.
容易验证，伴随变换是线性变换，另一个重要问题是伴随变换的良定性，假设有 f, g ∈ L(W,V )都是 T ∈

L(V,W )的伴随，则对任意 v ∈ V,w ∈W 有

〈T (v), w〉 = 〈v, f(w)〉 = 〈v, g(w)〉. (5.31)

则 〈v, (f − g)(w)〉 = 0，这说明 f = g，即若伴随变换存在，那么必然是唯一的.除了这种方法，还可以直接
利用 Riesz表示定理，构造映射 fu(v) = 〈Tv, u〉，可知存在 ũ使得 fu(v) = 〈v, ũ〉 = 〈Tv, u〉，这里的 ũ = T ∗u.
容易验证伴随变换的一些性质

命题 5.9

♠

设 S, T ∈ L(V,W )，G ∈ L(W,V )则
1. (T ∗)∗ = T .
2. (S + T )∗ = S∗ + T ∗.
3. (λT )∗ = λ̄T ∗.
4. (GT )∗ = T ∗G∗.

事实上，伴随变换最重要的性质就是它在一组基下的矩阵恰好为原变换的共轭转置.

定理 5.10

♥

设 T ∈ L(V,W )，T 在 V,W 中基 v1, · · · , vn，w1, · · · , wm下的矩阵为 A，则 T ∗ ∈ L(V,W )在相同基下的
矩阵为 A∗，即 A的共轭转置.

根据上述定理，也可以发现伴随变换的性质实际上就是共轭转置的性质.
如果从正交补的角度考虑，可以得到伴随变换的另一种刻画.
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命题 5.10

♠

设 T ∈ L(V,W )，则

KerT = (ImT ∗)⊥, ImT = (KerT ∗)⊥ (5.32)

证明

v ∈ KerT ⇐⇒ T (v) = 0 (5.33)

⇐⇒ 〈T (v), w〉 = 0, ∀w ∈W (5.34)

⇐⇒ 〈v, T ∗(w)〉 = 0, ∀w ∈W (5.35)

⇐⇒ v ∈ (ImT ∗)⊥ (5.36)

5.2 实/复内积空间的差别
上面讨论的大多是内积空间的共性，下面对实内积空间与复内积空间中的一些差别做一些讨论.

5.2.1 正规变换与自伴变换

内积空间中有两种特殊的变换，它们具有非常良好的性质.

定义 5.12 (正规变换/规范变换)

♣

设 T ∈ L(V )，若 TT ∗ = T ∗T，则称 T 为正规变换（或规范变换），定义正规变换在一组标准正交基下的
矩阵为正规阵，即满足 AA∗ = A∗A的矩阵.

正规变换还有一种刻画.首先考虑引理

引理 5.1

♥
若 T ∈ L(V )，且对任意 v ∈ V 都有 〈Tv, v〉 = 0，则 T = 0.

证明 对任意 u, v ∈ V 都有

〈Tu, v〉 = 〈T (u+ v), u+ v〉 − 〈T (u− v), u− v〉
4

+ i
〈T (u+ iv), u+ iv〉 − 〈T (u− iv), u− iv〉

4
(5.37)

= 0 (5.38)

取 v = Tu，可知 T = 0.

命题 5.11

♠
T ∈ L(V )是正规变换当且仅当对任意 v ∈ V 都有 ||T (v)|| = ||T ∗(v)||.

证明

T ∗T − TT ∗ = 0⇐⇒ 〈(T ∗T − TT ∗)v, v〉 = 0, ∀v ∈ V (5.39)

⇐⇒ 〈T ∗Tv, v〉 = 〈TT ∗v, v〉, ∀v ∈ V (5.40)

⇐⇒ 〈Tv, Tv〉 = 〈T ∗v, T ∗v〉, ∀v ∈ V (5.41)

⇐⇒ ||Tv|| = ||T ∗v||, ∀v ∈ V (5.42)

得证.
下面考虑正规变换的一些简单性质.
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命题 5.12

♠

设 T ∈ L(V )正规，则
1. T ∗ 也是正规变换.
2. 设 f ∈ F[x]，则 f(T )也是正规变换.
3. λ ∈ specT 当且仅当 λ̄ ∈ specT ∗，并且 T 与 T ∗ 有相同的特征向量.
4. KerT = KerT ∗, ImT = ImT ∗.

下面考虑正规阵的一个性质，它为正规阵的可对角化性质埋下了伏笔.

命题 5.13

♠

设 A =

(
A1 A2

A4

)
∈ Fn×n，则 A为正规阵当且仅当 A1, A4 为规范阵，A2 = 0.

证明 一边是显然的.设 A为正规阵，则 AA∗ = A∗A，这说明

AA∗ =

(
A1A

∗
1 +A2A

∗
2 A2A

∗
4

A4A
∗
2 A4A

∗
4

)
=

(
A1A

∗
1 A∗

1A2

A∗
2A1 A∗

2A2 +A∗
4A4

)
= A∗A (5.43)

可得 A2A
∗
2 = 0，两边取 trace（或者考虑 Frobenius范数）可知 A2 = 0，命题得证.

推论 5.1

♥

设 T ∈ L(V )正规，W ⩽ V 为 T -不变子空间，则
1. W 是 T ∗-不变子空间.
2. W⊥ 是 T -不变子空间.

证明 取W 一组标准正交基 v1, · · · , vm，并扩充为 V 的标准正交基 v1, · · · , vm, · · · , vn，可知 T 在这一组基下的
矩阵为

A =

(
A1 A2

A4

)
(5.44)

而 T 正规，说明 A为正规阵，根据引理可知 A2 = 0，故W⊥ 为 T -不变，考虑 T ∗ 在同组基下的矩阵可知
W,W⊥ 也是 T ∗ 不变的.

还有一种比伴随变换更特殊的变换，自伴变换.

定义 5.13 (自伴变换/对称变换)

♣

设 T ∈ L(V )，若 T = T ∗，则称 T 为自伴变换（或对称变换），定义自伴变换在一组标准正交基下的矩阵
为对称阵，即满足 A = A∗ 的矩阵.

注与对称形式相似，将 T = −T ∗ 的变换称为反对称变换，对应矩阵称为反对称阵.
显然的，自伴变换也是正规变换，因此自伴变换满足上面介绍的许多性质，这里仅讨论一些特殊的性质.

命题 5.14

♠
T ∈ L(V )自伴，则 T 在 V 中的每个特征值都是实数.

证明 若 T 自伴，Tv = λv，则

λ||v||2 = 〈λv, v〉 = 〈Tv, v〉 = 〈v, Tv〉 = 〈v, λv〉 = λ̄||v||2 (5.45)

得证.
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命题 5.15

♠
设 T ∈ L(V )，则 T 自伴当且仅当对任意 v ∈ V 都有 〈Tv, v〉 ∈ R.

证明 设 v ∈ V，则

〈Tv, v〉 = 〈Tv, v〉 = 〈Tv, v〉 − 〈v, Tv〉 = 〈Tv, v〉 − 〈T ∗v, v〉 = 〈(T − T ∗)v, v〉 (5.46)

若 T 自伴，显然成立；反之若 〈Tv, v〉 ∈ R，则根据前面的引理可知 T − T ∗ = 0，得证.

5.2.2 谱定理

从上一节可以看出正规变换与自伴变换的许多良好性质，事实上，它们还蕴含了可对角化的性质.

定理 5.11 (复谱定理)

♥

设 F = C, T ∈ L(V )，则 T 为正规变换（即 TT ∗ = T ∗T）当且仅当 V 有一个由 T 的特征向量构成的标准
正交基（这显然等价于 T 在某组标准正交基下的矩阵可正交对角化）.

证明 根据 Schur三角化定理，存在标准正交基 e1, · · · , en，使得 T 在其下的矩阵 A为上三角阵，若 T 正规，则
A为正规矩阵，根据正规矩阵的性质可知 A为对角阵，即这组基是 T 的特征向量.反之，若 V 有由 T 的特征向
量构成的一组基，则 T 在这组基下的矩阵 B 为对角阵（也为正规阵），故 T 为正规变换.

定理 5.12 (实谱定理)

♥

设 F = R, T ∈ L(V )，则 T 为自伴变换（即 T = T ∗）当且仅当 V 有一个由 T 的特征向量构成的标准正交
基（这显然等价于 T 在某组标准正交基下的矩阵可正交对角化）.

事实上，复谱定理可以推出实谱定理，但这里还是给出另一种较独立的证法.
证明 若 V 有由 T 的特征向量构成的一组基，则 T 在这组基下的矩阵 B 为对角阵（也为对称阵），故 T 为自伴
变换.

反之归纳证明，对于 dimV = 1显然成立，设对 dimV < n成立，考虑 n + 1的情形.由于 T 自伴，特征
值均为实数，因此必然存在单位特征向量 u，由于 T 在W = Span(u)不变，因此它在W⊥ = Span(u)⊥也不变，
考虑 T ′ = T

∣∣
W⊥，根据归纳假设，在W⊥ 中存在由 T ′ 的特征向量构成的基，将这组基与 u合并，可得 V 中一

组由 T 的特征向量构成的基，命题得证.

5.2.3 正规矩阵的进一步讨论

正规矩阵还有许多性质，在此多做一些讨论.

定理 5.13 (Schur不等式)

♥

设 A ∈ Fn×n，全部特征值为 λ1, · · · , λn，则
n∑

k=1

|λi|2 ⩽ ||A||2F (5.47)

当且仅当 A正规时取等.

定义 5.14 (亏量)

♣

设 A ∈ Fn×n，全部特征值为 λ1, · · · , λn，则定义

∆(A) = ||A||2F −
n∑

k=1

|λi|2 = trA∗A−
n∑

k=1

|λi|2 (5.48)

为 A偏离正规性的亏量.
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根据 Schu不等式，对任意方阵 A都有 ∆(A) ⩾ 0，当且仅当 A为正规矩阵时亏量为 0.

引理 5.2

♥
设 A1, · · · , An 均为正规矩阵，则存在多项式 p ∈ F[x]，对每个 1 ⩽ k ⩽ n都有 A∗

k = p(Ak)

定理 5.14 (Fuglede-Putnam定理)

♥设 A ∈ Fm×m, B ∈ Fn×n 均为正规矩阵，则对任意 X ∈ Fm×n，AX = XB 当且仅当 A∗X = XB∗.

5.2.4 正规 &正交变换

特征值；
正规矩阵：相似到分块分块对角的形式（正交为特例）

5.2.5 实内积空间中的变换

5.3 二次型
本节将主要以实二次型讨论.

5.3.1 双线性函数

定义 5.15 (双线性函数)

♣

称 f ∈ L(V 2,F)为 V 上的一个双线性函数.特别地，若 f(u, v) = f(v, u)，则称 f 是一个对称双线性函数，
记为 f ∈ S(V 2,F).

仿照线性映射，我们希望找到矩阵能与双线性函数一一对应，因此定义独立矩阵的概念.

定义 5.16 (度量矩阵)

♣

设 f ∈ L(V 2,F)，取 V 中的基 v1, · · · , vn，称矩阵

F = (fij)n×n := (f(ξi, ξj))n×n =

Ü
f11 · · · f1,n
...

...
fn1 · · · fnn

ê
. (5.49)

为 f 在上述基下的度量矩阵.

设 u, v ∈ V，取 V 的一组基，并设 X,Y ∈ Fn×1 表示 u, v在这组基下的坐标，则

f(u, v) = f

Ñ
n∑

i=1

xivi,

n∑
j=1

yjvj

é
(5.50)

=

n∑
i,j=1

xif(vi, vj)yj =

n∑
i,j=1

xifijyj (5.51)

=
Ä
x1 · · · xn

äÜf11 · · · f1,n
...

...
fn1 · · · fnn

êÜ
y1
...
yn

ê
(5.52)

= XTFY. (5.53)
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如果考虑基变换

(v1, · · · , vn)P = (v′1, · · · , v′n) (5.54)

设 f 在新基下的度量阵为 F ′，则

F ′ = (f ′
ij)n×n = (f(v′i, v

′
j))n×n (5.55)

= f

(
n∑

s=1

asivs,

n∑
t=1

atjvt

)
(5.56)

=

n∑
s,t=1

asifstavj (5.57)

= PTFP. (5.58)

由此，得到了线性代数中继相抵、相似后的又一个重要等价关系：相合.

定义 5.17 (相合)

♣设 F,G ∈ Fn×n，若存在可逆矩阵 P 使得 F = PTGP，则称 F,G相合.

相合也可以看作是一种特殊的相抵，具有相抵的一切性质，比如保秩，因此可以定义双线性函数的秩.

定义 5.18 (双线性函数的秩)

♣

设 f ∈ L(V 2,F)，则定义其在 V 中任何一组基下的度量矩阵的秩为 f 的秩，记为 rkf .若度量矩阵满秩，
则称 f 为非退化的，反之称为退化的.

根据上面的讨论，易得如下命题

命题 5.16

♠
设 f ∈ L(V 2,F)，则 f 对称当且仅当其在一组基下的度量矩阵 F 是对称的.

在前面给出度量矩阵的定义后，自然有如下事实

定理 5.15

♥

设 f ∈ L(V 2,F)，则 L(V 2,F) ∼= Fn×n，若设 V 的一组基 B = (v1, · · · , vn)，则存在线性空间同构

ΦB : L(V 2) −→ Fn×n (5.59)

f 7−→ Af (5.60)

也就是说，给定 V 上的一组基，则对任意 V 上的双线性函数 f，可以唯一确定 Fn×n 中的一个矩阵，反之
亦然，这个矩阵就是 f 在这组基下的度量矩阵.
证明 只需证明 ΦB 即单又满.由于 KerΦB = 0，故单性是显见的，下面证明满性.

对任意 A ∈ Fn×n，存在映射 fA，对任意 u =
∑

xiξi, v =
∑

yjξj，有

fA(u, v) = XTAY. (5.61)

由此依次取基 B 中的每个向量，可得

fA(ξi, ξj) = aij . (5.62)

因此必然存在这样的 fA，使得 ΦB(fA) = A，满性即证.

推论 5.2
设 f ∈ S(V 2,F)，则 L(V 2,F) ∼= Sn(R)，若设 V 的一组基 B = (v1, · · · , vn)，则存在线性空间同构

ΦB : L(V 2) −→ Fn×n (5.63)
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5.3 二次型

♥
f 7−→ Af (5.64)

由于双线性函数的自变量有两个向量，因此对任意 v ∈ V，都可以诱导出两个线性泛函，即视为固定其中一
个位置的向量，对另一个位置的作用

Lf : V −→ V ∗ = L(V,F) (5.65)

v 7−→ f(v,−) (5.66)

Rf : V −→ V ∗ = L(V,F) (5.67)

v 7−→ f(−, v) (5.68)

考虑这两个线性算子，可以自然引出左/右正交补的概念

定义 5.19 (左/右正交补)

♣

设 v ∈ V, f ∈ L(V 2,F)，则定义 v的左/右正交补为
⊥v := KerRf (v) = {u ∈ V : f(u, v) = 0}, (5.69)

v⊥ := KerLf (v) = {u ∈ V : f(v, u) = 0}. (5.70)

进一步可以定义集合 S ⊂ V 的左/右正交补为
⊥S := KerRf (S) = {u ∈ V : f(u, S) = 0}, (5.71)

S⊥ := KerLf (S) = {u ∈ V : f(S, u) = 0}. (5.72)

特别的，KerRf =⊥ V,KerLf = V ⊥.

关于正交补，有以下有趣的性质：

命题 5.17

♠

设集合 S ⊆ V，则
1. S⊥ ⩽ V,⊥ S ⩽ V .
2. S ⊆ T，则 S⊥ ⩾ T⊥,⊥S ⩾⊥ T .
3. (⊥(S⊥))⊥ = S⊥.

下面回到对 Lf , Rf 本身的讨论.它们是从 V 到 V 的对偶空间 V ∗ 的映射，这个映射本身依赖于 f 的选取，
但下面的命题说明这种依赖是一一对应的.

命题 5.18

♠

设 V/F，f ∈ L(V 2,F)，则

L(V 2,F) ∼= L(V, V ∗), (5.73)

或者说对任意 A ∈ L(V, V ∗)，都有唯一 fA ∈ L(V 2,F)与之对应.

L(V 2,F) oo ∼ //

取定基
��

L(V, V ∗)

取定对偶基
��

Fn×n Fn×n

(5.74)

70



5.3 二次型

命题 5.19

♠

设 B = (v1, · · · , vn)为 V 的一组基，B∗ = (v1, · · · , vn)为 B的对偶基，V 上双线性函数 f 在基 B下的度
量阵为 A，则 Rf (Lf )在基 B 以及 B∗ 下的矩阵为 A(AT )，即

Rf (v1, · · · , vn) = (v1, · · · , vn)A (5.75)

Lf (v1, · · · , vn) = (v1, · · · , vn)AT (5.76)

证明 (Rf (ξj))(ξi) = f(ξi, ξj) = aij，故

Rf (ξj) =

n∑
i=1

aijξ
i. (5.77)

对于 Lf , Rf，根据线性映射基本定理可知

dimV = dimKerLf + dim ImLf = dimKerLf + dim ImLf (5.78)

= dimV ⊥ + rkf = dim⊥V + rkf (5.79)

故 dimV ⊥ = dim⊥V = dimV − rkf .
下面以最后一个定理结尾.

定理 5.16

♥

设 V 为有限维向量空间，f ∈ L(V 2,F)，则 f 非退化当且仅当对任意 φ ∈ V ∗，都存在唯一 v ∈ V，使得
φ = Lf (v) = f(v,−).

证明 f 非退化⇐⇒ Lf 是双射 ∀φ ∈ V ∗, ∃v ∈ V : Lf (v) = φ，并且这样的 v是唯一的.
上面定理的⇒方向即为 Riesz表示定理.

注
1. f 非退化等价于 Lf (或Rf )为同构，也等价于 V ⊥ = ⊥V = {0}.
2. dimV ⊥ = dim⊥V = dimV − rkf .

5.3.2 二次型

定义 5.20 (二次型)

♣

设 f ∈ L(V 2,F)，则函数 Q ∈ L(V,F)，对任意 v ∈ V 都有 Q(v) = f(v, v)称为 V 上的一个二次型.特别
地，若 F = R，则称 Q(V )为实二次型.

取 V 基 v1, · · · , vn，记 f 在该基下的度量矩阵为 A，则

Q : Fn −→ F (5.80)

Q(x1, · · · , xn) = Q(x1ξ1 + · · ·+ xnξn) (5.81)

= (x1, · · · , xn)A

Ü
x1

...
xn

ê
(5.82)

= XTAX =

n∑
i,j=1

fijxixj (5.83)

这里不区分 Q : Fn → F与 Q : V → F，也不会引起歧义.借助度量矩阵，二次型实际上等价于一个 F上的
二次多项式函数.事实上，从上面的结果可以看出矩阵 A并没有非常严格的要求，甚至可以令

A = (aij)n×n = ((fij + fji)/2)n×n (5.84)
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使之成为一个对称阵，根据矩阵与双线性函数间的对应关系，存在 f ∈ L(V 2,F) 能做到这件事，即 f̃ =

(f + fop)/2 ∈ S(V 2,F)，这里 fop(u, v) = f(v, u).

命题 5.20

♠

设 charF 6= 2，则 S(V 2,F) ∼= {V上的二次型}，即存在双射

Φ : S(V 2,F) −→ {V上的二次型} (5.85)

f 7−→ Qf (5.86)

其中 Qf (v) = f(v, v).

研究二次型的一个动机就是求一些二次多项式的值域、极值，如

Q(x, y, z) = x2 + y2 + z2s+ 4xy − 6xz − 4yz (5.87)

Q(x, y, z) = 2x2 + 3y2 + 5z2s+ 4xy − 6xz − 7yz (5.88)

如果 Q(x1, · · · , xn) = λx2
1 + · · ·+ λx2

n，那么问题会变得非常简单，因此称这种形式为标准型（或对角型），
这种形式反映到度量矩阵上，可知 A恰好为对角阵，这时出现了问题：是否存在一组基，使得其上的二次型为
标准二次型？这也等价于：对任意对称阵 A，是否能相合到对角阵？事实上，二次型可以通过配方、换元化为标
准型，因此答案是肯定的.

定理 5.17 (相合标准型)

♥

设 f ∈ S(V 2,F)，则存在一组基，使得 f 在该基下的度量矩阵为

F = diag(Ir,−Is, 0n−r−s) (5.89)

定理的证明有两种方法：1.归纳 +打洞；2.在谱定理的基础上“微调”.

5.3.3 正定二次型与正变换

二次型的一个经典问题是判定其是否正定.

定义 5.21 (正定/负定)

♣

设 Q为 V 中的二次型，则称 Q

1. 正定：若 Q(v) ⩾ 0，当且仅当 v = 0时取等.记为 Q > 0.
2. 半正定：若 Q(v) ⩾ 0.记为 Q ⩾ 0.
3. 负定：若 Q(v) ⩽ 0，当且仅当 v = 0时取等.记为 Q < 0.
4. 半正定：若 Q(v) ⩽ 0.记为 Q ⩽ 0.

由定义可知，Q > 0等价于 −Q < 0，Q ⩾ 0等价于 −Q ⩽ 0.

定义 5.22 (正变换)

♣
设 T ∈ L(V )，则称 T 为正变换，若 〈Tv, v〉 ⩾ 0，当且仅当 v = 0时取等.

讨论二次型的正定，也可以等价于讨论一个对称变换是否为正变换，而仿照正定等概念，也可以定义出矩
阵的正定、负定等概念，因此二次型的正定问题实际上是对称矩阵的正定问题.根据实谱定理，R中的对称矩阵
有非常良好的性质，即可正交对角化，许多讨论将会变得方便.

命题 5.21

♠设 S ∈ Rn×n 对称，则 S > 0当且仅当 S 的特征值均为正数.

证明 设 λ ∈ specS，假设有 λ ⩽ 0，则存在 0 6= x ∈ Fn×1 使得 Q(x) = xTSx = λ|x|2 ⩽ 0，矛盾.
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推论 5.3

♥设 S ∈ Rn×n 对称，则 S > 0当且仅当 S 可逆且 S−1 > 0.

命题 5.22

♠设 S ∈ Rn×n 对称，则 S > 0当且仅当存在可逆阵 P ∈ Fn×n，使得 S = PTP .

证明 设 S = PTP，则对任意 x ∈ Fn×1 都有 Q(x) = xTPTPx = (Px)T (Px) ⩾ 0，并且 Q(x) = 0当且仅当
Px = 0，当且仅当 x = 0.反之若 S 正定，则其特征值均为正，根据谱定理，存在正交矩阵 P1 ∈ Fn×n 使得

S = PT
1

Ü
λ1

. . .
λn

ê
P1 (5.90)

= PT
1

Ü√
λ1

. . .
√
λn

êÜ√
λ1

. . .
√
λn

ê
P1 (5.91)

= PTP (5.92)

其中 P 可逆.

推论 5.4

♥设 S ∈ Rn×n，S > 0，则 detS > 0.

从上面的推论可以看出，正定可以反映行列式的正性，反过来，通过行列式的推广：主子式也可以反映正定
性.

命题 5.23

♠设 S ∈ Rn×n 对称，则 S > 0当且仅当其所有顺序主子式 > 0.

证明 若 S 正定，则 S = PTP，P 可逆，根据 C-B公式可知对 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ n有

S

Ç
i1, · · · , ik
i1, · · · , ik

å
=

∑
1⩽j1<···<jn⩽n

P

Ç
j1, · · · , jk
i1, · · · , ik

å2

⩾ 0 (5.93)

由于 P 可逆，因此上面的求和式中必有一项为正，否则将 detP 按照 i1, · · · , ik 列展开可知 detP = 0，矛
盾.

反之，若 S 的所有顺序主子式为正，对阶归纳：1 阶显然成立，假设 n − 1 阶成立，考虑 n 阶情况，设

S =

(
S1 α

αT snn

)
，由条件可知 S1 > 0, snn > 0，故可逆，打洞得到

D =

(
In−1

−αTS−1
1 1

)(
S1 α

αT snn

)(
In−1 −S−1

1 α

1

)
=

(
S1

snn − αTS1α

)
> 0 (5.94)

根据归纳假设，设 S1 = PT
1 P1，并且注意到 S−1 = (S−1)T，则

S =

(
In−1 −S−1

1 α

1

)(
PT
1 P1

snn − αTS1α

)(
In−1

−αTS−1
1 1

)
(5.95)

=

[(
P1 √

snn − αTS1α

)(
In−1

−αTS−1
1 1

)]T (
P1 √

snn − αTS1α

)(
In−1

−αTS−1
1 1

)
(5.96)

= PTP (5.97)

这说明 S 正定.
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上面的条件可以做一些调整，即

命题 5.24

♠设 S ∈ Rn×n 对称，则 S > 0当且仅当其可逆，并且所有主子式非负.

证明 若 S 正定，则上面的命题中的过程已经证明了所有主子式非负，并且 S 可逆.反之，设 S 可逆且所有主子
式非负，同样对阶归纳，1阶显然成立，设 n− 1阶成立，考虑 n阶情形.

首先有 s11 > 0，否则对任意 j 有

∣∣∣∣∣s11 s1j

sj1 sjj

∣∣∣∣∣ = −s21j = 0，说明 s1j = 0，这导致 detS = 0，与可逆矛盾.打

洞可得

S′ =

(
1

−S21/s11 In−1

)(
s11 S12

S21 S22

)(
1

−S12/s11 In−1

)
=

(
s11

S22 − s−1
11 S21S12

)
=

(
s11

S′
22

)
(5.98)

而显然 S′(1,i2,··· ,ik
1,i2,··· ,ik

)
= S

(
1,i2,··· ,ik
1,i2,··· ,ik

)
，因此 detS′

22 > 0，根据归纳假设可知 S′
22 > 0，因此 S′ > 0, S > 0，得

证.
上面的结论可以整合为如下定理

定理 5.18

♥

设 S ∈ Fn×n 对称，则 S > 0与下述命题等价
1. S 的特征值均为正数.
2. 存在可逆矩阵 P ∈ Fn×n 使得 S = PTP .
3. S 可逆且所有主子式非负.
4. S 的所有顺序主子式为正.

类似的，对于半正定矩阵也有一些等价刻画.

定理 5.19

♥

设 S ∈ Fn×n 对称，则 S ⩾ 0与下述命题等价
1. S 的特征值均非负.
2. 存在行满秩矩阵 P，使得 S = PTP .
3. 存在方阵 P，使得 S = PTP .
4. S 的所有主子式非负.

证明
（半）正定矩阵还有一个重要的结论：平方根1，一般的矩阵是不能随意开根的，因为随便就能找到两个不相

等，但平方相等的矩阵.

引理 5.3

♥设方阵 A,B ⩾ 0，若 A2 = B2，则 A = B.

证明 若 A,B 均为对角矩阵，则 a2ii = b2ii，aii, bii ⩾ 0，因此 aii = bii，得证.
若不然，则根据实谱定理，不妨设 A2 = B2 = D = diag(λ1, · · · , λn)为对角阵，且 B 为对角阵，A不为

对角阵，则根据实谱定理（以及特征值关系），A,B 正交相似，设 A = PBPT，可知 A2 = PB2PT = B2，即
PD = DP，计算可知，对于 1 ⩽ i, j ⩽ n，pij = 0与 λi = λj 必有一者成立，这也表明 pij = 0与 λ

1/2
i = λ

1/2
j ，

必有一者成立，由此反过来得到 PB = BP，但根据假设有 PB = AP，P 可逆，故 A = B，因此 A为对角阵，
得证.

1对正变换也有类似的结论
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5.3 二次型

定义 5.23 (半正定的平方根)

♣设 A ∈ Fn×n，若 A ⩾ 0，则定义 A的（唯一）平方根 A1/2 为唯一的半正定矩阵 B 使得 B2 = A.

注同理可以定义正变换的平方根.

推论 5.5

♥

设 A ∈ Fn×n, A ⩾ 0，则
1. A > 0当且仅当 A1/2 > 0.
2. 存在多项式 f ∈ R[x]，使得 A1/2 = p(A).
3. KerA = KerA1/2, ImA = ImA1/2.

证明
1. 特征值.
2. Lagrange插值.
3. 显然KerA ⊃ KerA1/2，设B = A1/2，则若Ax = B2x = 0，则 xTB2x = (Bx)T (Bx) = 0，这说明Bx = 0，

x ∈ KerA1/2，即 KerA ⊂ KerA1/2.另一条类似（或借助包含 +维数）.
例 5.2设 A > 0, B ⩾ 0，则 det(A+B) ⩾ detA，当且仅当 B = 0时取等.

定理 5.20 (Cholesky分解)

♥设 A ∈ Fn×n, A ⩾ 0，则存在对角元非负的下三角阵 L，使得 A = LLT，并且若 A > 0，则 L唯一.

证明 对 A的平方根作分解 A1/2 = QR，则 A2 = (A1/2)T (A1/2) = RTR，得证.

5.3.4 相合关系

本节进一步讨论相合关系，比如其不变量.前面以及介绍过相合标准型，但并未考虑其唯一性，事实上这只
需要证明 p, q的唯一性.

定理 5.21

♥
设 S ∈ Fn×n 对称，则 S 相合于 F = diag(Ir,−Is, 0n−r−s)，这里 r, s由 S 唯一确定.

证明 令Q为 S对应的二次型，则其相合型等价价于 V = Rn×1 = V+⊕V−⊕V0，使得Q

∣∣∣∣
V+

> 0, Q

∣∣∣∣
V−

< 0, Q

∣∣∣∣
V0

=

0.这里 dimV+ = r, dimV− = s.假设还有另一分解 V = Rn×1 = W+⊕W−⊕W0，不妨设 dimW+ > dimV+，则

dimW+ + dimV− + dimV0 > dimV+ + dimV− + dimV0 = n (5.99)

因此W+ ∩ (V− ⊕ V0) 6= {0}，任取其中向量 v，则 v ∈W+说明 Q(v) > 0，v ∈ V+ ⊕ V0说明 Q(v) ⩽ 0，矛
盾.
注证明中的 ⊕视为集合的无交分解，而非空间的直和分解.

定义 5.24 (惯性指数)

♣

设 S ∈ Fn×n 对称，并且其相合标准型为 F = diag(Ir,−Is, 0n−r−s)，则定义 S 的正、负惯性指数为 r, s.
这是一个相合不变量.

命题 5.25

♠
设 Q为 V 上的二次型，则 Q ⩾ 0或 Q ⩽ 0，当且仅当 {v ∈ V : Q(v) = 0}为线性空间.

证明 若 Q ⩾ 0或 Q ⩽ 0，则根据相合标准型（分块）可知命题成立.反之，略.
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5.3.5 奇异值分解与极分解

定义 5.25 (奇异值)

♣
设 T ∈ L(V,W )，则称

√
T ∗T 的非零特征值为 T 的奇异值.

注由定义可知，T 与 T ∗ 的奇异值相同（对应的重数也相同）.

定理 5.22 (奇异值分解)

♥

设 T ∈ L(V,W )，所有奇异值为 µ1, · · · , µr，则存在 V,W 的标准正交基 v1, · · · , vn;w1, · · · , wm，使得 T

在这组基下的矩阵为

Σ =

(
Σr 0

0 0

)
∈ Fm×n, (5.100)

其中 Σr = diag(µ1, · · · , µr).

注矩阵形式：任意矩阵 A ∈ Fm×n 都可以写作 P1ΣP
∗
2，这里 P1 ∈ Om, P2 ∈ On，Σ如上所述.

证明 由于 T ∗T 正规，因此存在 V 标准正交基 α1, · · · , αn，使得 T ∗T 在这组基下的矩阵为 diag(µ2
1, · · · , µ2

n)（这
里约定对 k > r有 µk = 0），这说明

〈Tαi, Tαj〉 = 〈T ∗Tαi, αj〉 =

δijµ
2
i , i ⩽ r

0, i > r
(5.101)

因此 Tα1, · · · , Tαr ∈ W 为正交向量组，Tαr+1 = · · · = Tαn = 0. 将 Tα1, · · · , Tαr 标准化为 βk =

µ−1
k Tαk, 1 ⩽ k ⩽ r，再扩充为W 的一组基 β1, · · · , βm，则可知

Tαk =

µkβk, k ⩽ r

0, k > r
(5.102)

因此

T (α1, · · · , αn) = (β1, · · · , βm)

(
Σr 0

0 0

)
(5.103)

得证.

定理 5.23 (极分解)

♥
设 T ∈ L(V )，则存在正变换 P，正交变换 U 使得 T = PU，并且这种分解是唯一的.

注
1. 矩阵形式：任意矩阵 A ∈ Fn×n 可唯一分解为正定矩阵与正交矩阵之积.
2. 可以得知 P =

√
TT ∗.

3. 极分解的另一种形式为 T = UP，此时 P =
√
T ∗T .

证明 根据奇异值分解，存在 V 的两组标准正交基 α1, · · · , αn;β1, · · · , βn，使得

Tv =

n∑
i=1

〈v, αi〉Tαi (5.104)

=

n∑
i=1

〈v, αi〉µiβi (5.105)

(5.106)

定义变换 P,U ∈ L(V )，使得 P (αi) = µiαi, U(αi) = βi，则显然 T = PU，并且 P 为正变换，U 为正交变
换（将标准正交基变为标准正交基）.
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5.4 特征值的分布
下面讨论一些特征值分布的问题.首先考虑下面的定理.

定理 5.24 (Hirsh)

♥

设 A ∈ Fn×n，记 B = 1
2 (A+A∗), C = 1

2i (A−A∗)，以及

MA = max{|akl| : 1 ⩽ k, l ⩽ n}, (5.107)

设 λ ∈ specA，则

|λ| ⩽ nMA, |Reλ| ⩽ nMB , |Imλ| ⩽ nMC . (5.108)

并且若 F = R，则

|Imλ| ⩽ MC

Å
n(n− 1)

2

ã1/2
(5.109)

证明 设 x ∈ E(λ,A)，则 Ax = λx，因此

x∗Ax =

n∑
k,l=1

aklx̄kxl (5.110)

= λx∗x = λ

(
n∑

k=1

|xk|2
)

(5.111)

即得

|λ|

(
n∑

k=1

|xk|2
)

⩽
n∑

k,l=1

|akl| |xk| |xl| (5.112)

⩽ MA

(
n∑

k=1

|xk|

)2

(5.113)

⩽ nMA

(
n∑

k=1

|xk|2
)

(5.114)

最后一步用到了 Cauchy不等式，因此 |λ| ⩽ nMA.
分别取实部与虚部可得

(Reλ)x∗x = x∗Bx, (Imλ)x∗x = x∗Cx (5.115)

因此分别对 Reλ,B; Imλ,C 使用已证结论，可得

|Reλ| ⩽ nMB , |Imλ| ⩽ nMC (5.116)

当 F = R时，CT = −C，因此 ckk = 0，既有

|Imλ|

(
n∑

k=1

|xk|2
)

=

∣∣∣∣∣∣ ∑
1⩽k ̸=l⩽n

cklx̄kxl

∣∣∣∣∣∣ (5.117)

=

∣∣∣∣∣∣ ∑
1⩽k ̸=l⩽n

ckl(x̄kxl − xkx̄l)

∣∣∣∣∣∣ (5.118)

⩽
∑

1⩽k<l⩽n

|ckl| |x̄kxl − xkx̄l| (5.119)

⩽ MC

∑
1⩽k<l⩽n

∣∣∣∣ x̄kxl − xkx̄l

i

∣∣∣∣ (5.120)
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由于 x̄kxl−xkx̄l

i 为实数，因此根据 Cauchy不等式有

∑
1⩽k<l⩽n

∣∣∣∣ x̄kxl − xkx̄l

i

∣∣∣∣ ⩽ Ån(n− 1)

2

ã1/2Ñ ∑
1⩽k<l⩽n

∣∣∣∣ x̄kxl − xkx̄l

i

∣∣∣∣2
é

(5.121)

并且由于

−

Ñ ∑
1⩽k<l⩽n

(x̄kxl − xkx̄l)
2

é
=

(
n∑

k=1

xkx̄k

)2

−

(
n∑

k=1

x2
k

)(
n∑

k=1

x̄2
k

)
⩽
(

n∑
k=1

xkx̄k

)2

(5.122)

因此仿照前面的过程可证

|Imλ| ⩽ MC

Å
n(n− 1)

2

ã1/2
(5.123)

定义 5.26 (行/列占优矩阵)

♣

设 A ∈ Cn×n，记第 i 行元素模之和为 Ri =
∑n

j=1 |aij |，第 j 列元素模之和为 Tj =
∑n

i=1 |aij |，再令
Pi = Ri − |aii|，Qj = Tj − |ajj |，则

1. 若 A满足 |aii| > Pi，则称 A行对角占优.
2. 若 A满足 |ajj | > Tj，则称 A列对角占优.

定理 5.25 (Levy-Desplanques)

♥设 A ∈ Cn×n 行对角占优或列对角占优，则 detA 6= 0.

证明 若不然，则存在 x 6= 0使得 Ax = 0，设 x = (x1, · · · , xn)
T，以及 max{|x1|, · · · , |xn|} = |xk| > 0，因此∑n

j=1 akjxj = 0，这说明

akkxk = −
n∑

j=1
j ̸=k

akjxj (5.124)

取模可得

|akk| ⩽
n∑

j=1
j ̸=k

|akj |
|xj |
|xk|

(5.125)

⩽
n∑

j=1
j ̸=k

|akj | (5.126)

= Rk − akk = Pk (5.127)

这与行占优矛盾（对列的情况考虑 AT，同理）.

推论 5.6 (Gersgorin圆盘定理)

♥

设 A ∈ Cn×n，圆盘 Gk(A) = {z ∈ C : |z − akk| ⩽ Pk}，则

specA ⊂
n⋂

k=1

Gk(A), (5.128)

即特征值位于 n个圆盘的并集之中.

证明 设 λ0 ∈ specA，则 φA(λ0) = det(λ0I − A) = 0，根据 L-D定理可证 λ0I − A不是行占优的，因此必定存
在 1 ⩽ i ⩽ n使得 |λ0 − aii| ⩽ Pi，得证.

事实上，根据 AT , A的特征值相同，上面的定理可以作一些加强，即将 Pk 换为min{Pk, Tk}.此外，定理还
有一种推广，首先考虑 L-D定理的推广.
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定理 5.26

♥
设 A ∈ Cn×n，并且 |aii| |ajj | > PiPj，则 detA 6= 0.

证明 若不然，则设 0 6= x = (x1, · · · , xn)
T ∈ KerA，并且 xr, xs满足对任意 i = 1, 2, · · · , r− 1, r+1, · · · , n都有

|xr| ⩾ |xs| ⩾ |xi| (5.129)

若 xs = 0，则 Ax = 0可推出 arrxr = 0，这说明 arr = 0，与假设矛盾.故 xs 6= 0.仿照前面的过程有

|arr| |xr| =

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1
j ̸=r

arjxj

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

j=1
j ̸=r

|arj | |xj | ⩽ |xs|Pr (5.130)

|ass| |xs| =

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1
j ̸=s

asjxj

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

j=1
j ̸=r

|asj | |xj | ⩽ |xr|Ps (5.131)

因此 |arr| |ass| ⩽ PrPs，矛盾，说明 detA 6= 0.

推论 5.7

♥

设 A ∈ Cn×n，则 A的特征值一定位于复平面上 n(n−1)
2 个 Cassini卵形区域

|z − aii| |z − ajj | ⩽ PiPj (5.132)

的并集中.

最后考虑一个定理，它说明特征值会确定特征向量的某些属性.

定理 5.27

♥

设 A ∈ Cn×n 自伴，U 为正交矩阵且

U∗AU = diag(λ1, · · · , λn) (5.133)

令Mj 为 A中删去第 j 行、第 j 列所得的 n− 1阶子方阵，设Mj 的特征值为 λ
(j)
1 , · · · , λ(j)

n−1，则

|uji|2
n∏

k=1
k ̸=i

(λi − λk) =

n−1∏
k=1
k ̸=i

(λi − λ
(j)
k ) (5.134)

证明 令 λ†
j = λ1 · · · λ̂j · · ·λn，则

U∗A†U = diag(λ∗
1, · · · , λ∗

n) (5.135)

其中 A† 表示 A的行列式伴随阵，并且 Uj = (u1j , · · · , unj)
T ∈ E(λj , A)，Uj ∈ E(λ†

j , A
†)，同理可得

U∗(λiI −A)†U = diag(

n∏
k=2

(λi − λk), · · · ,
n∏

k=1
k ̸=i

(λi − λk), · · · ,
n−1∏
k=1

(λi − λk)) (5.136)

因此

(λiI −A)† = Udiag(0, · · · ,
n∏

k=1
k ̸=i

(λi − λk), · · · , 0)U∗ (5.137)

=

n∏
k=1
k ̸=i

(λi − λk)UiU
∗
i (5.138)

比较两边 j, j 分量，得证.
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